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Лекция 2.

Классическая логика предикатов
первого порядка

Синтаксис. Термы и формулы.
Семантика. Интерпретация.

Выполнимость формул.



ПРЕДИКАТ

латинский термин («предвидеть,
предсказывать»), обозначающий
член предложения — сказуемое.

Cтудент слушает лектора

Cубъект Предикат Объект

В более общем смысле предикат — это
свойство, атрибут предмета, отношение
между предметами, событиями,
явлениями.



АЛФАВИТ

Базовые символы.

Предметные переменные Var = {x1, x2, . . . , xk , . . . };

Предметные константы Const = {c1, c2, . . . , cl , . . . };

Функциональные символы Func = {f (n1)
1 , f

(n2)
2 , . . . , f

(nr )
r , . . . };

Предикатные символы Pred = {P(m1)
1 ,P

(m2)
2 , . . . ,P

(ms)
s , . . . }.

Тройка 〈Const,Pred ,Func〉 называется сигнатурой алфавита.



АЛФАВИТ

Базовые символы.

Предметные константы — это имена предметов;

Функциональные символы обозначают операции
над предметами;

Предикатные символы обозначают отношения
между предметами.

Пример.
Константы 0, 1, π, . . . ;

Функциональные символы +, ×, mod , . . . ;

Предикатные символы =, <, . . . .



АЛФАВИТ

Логические связки и кванторы.

Конъюнкция (логическое И) &
Дизъюнкция (логическое ИЛИ) ∨
Отрицание (логическое НЕ) ¬
Импликация (логическое ЕСЛИ-ТО) →.

Квантор всеобщности («для каждого») ∀
Квантор существования («хотя бы один») ∃

Знаки препинания.

Разделитель ,
Скобки ( )



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

Определение терма.

Терм — это
x , если x ∈ Var x — переменная;
c , если c ∈ Const c — константа;
f (n)(t1, t2, . . . , tn) , если f (n) ∈ Func составной терм.

t1, t2, . . . , tn — термы

Term — множество термов заданного алфавита.
Vart — множество переменных, входящих в состав терма t.
t(x1, x2, . . . , xn) — запись обозначающая терм t, у которого

Vart ⊆ {x1, x2, . . . , xn}.
Если Vart = ∅, то терм t называется основным термом.



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

Примеры термов.

x2 т. к. x2 ∈ Var ;

c1 т. к. c1 ∈ Const;

f (2)(x2, c) т. к. f (2) ∈ Func , x2, c ∈ Term;

×(x ,+(1, exp(2, y))) т. к. ×,+, exp ∈ Func ,
1, 2 ∈ Const, x , y ∈ Var ;

x × (1 + 2y ) инфиксная форма записи термов;

f (c1, g(h(c1), c2)) основной терм.



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

Определение формулы.

Формула — это

атомарная формула
P(m)(t1, t2, . . . , tm) , если P(m) ∈ Pred , {t1, t2, . . . , tm} ⊆ Term;

составная формула
(ϕ&ψ) , если ϕ,ψ — формулы;
(ϕ ∨ ψ)
(ϕ→ ψ)
(¬ϕ)

(∀xϕ) , если x ∈ Var , ϕ — формула.
(∃xϕ)

Form — множество всех формул заданного алфавита.



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

P(m)(t1, t2, . . . , tm) «значения термов t1, t2, . . . , tm
находятся в отношении P(m)»;

(ϕ&ψ) «ϕ и ψ»;

(ϕ ∨ ψ) «ϕ или ψ»;

(ϕ→ ψ) «если ϕ, то ψ»;

(¬ϕ) «неверно, что ϕ»;

(∀xϕ) «для любого значения x верно ϕ»;

(∃xϕ) «существует такое значение x ,
для которого верно ϕ».



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

Примеры формул.

P(2)(x1, f (c , x2)) т. к. P(2) ∈ Pred ,
x1, f (c , x2) ∈ Term;

R(1)(x1) т. к. R(1) ∈ Pred ,
x1 ∈ Term;

(¬R(1)(x1))

((∀x1(¬R(1)(x1))) → P(2)(x1, f (c , x2)))

(∃x2((∀x1(¬R(1)(x1))) → P(2)(x1, f (c , x2))))



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

Свободные и связанные переменные.

(∃ x2 ((∀x1(¬R(1)(x1))) → P(2)(x1, f (c , x2))) )

(∃ x2 ((∀x1(¬R(1)(x1))) → P(2)(x1, f (c , x2))) )

Область действия квантора ∃

6

переменная, связанная квантором ∃

6связанные вхождения
переменной x2

(∃ x2 ((∀ x1(¬R(1)(x1))) → P(2)(x1, f (c , x2))))

Область действия квантора ∀

6

переменная, связанная квантором ∀

6 связанные вхождения
переменной x1

6

свободные вхождения
переменной x1

(∃ x2 ((∀x1(¬R(1)(x1))) → P(2)(x1, f (c , x2))) )
6

свободные вхождения
переменной x1

66

связанные вхождения
переменной x1

6 6

связанные вхождения переменной x2
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СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

Свободные и связанные переменные.

Квантор связывает ту переменную, которая следует за ним.

Вхождение переменной в области действия квантора,
связывающего эту переменную, называется связанным .

Вхождение переменной в формулу, не являющееся связанным,
называется свободным .

Переменная называется свободной , если она имеет свободное
вхождение в формулу.

Пример .

ϕ = (∃ x2 ((∀x1(¬R(1)(x1))) → P(2)(x1, f (c , x2))) )

Формула ϕ имеет единственную свободную переменную x1.



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

Свободные и связанные переменные.

Varϕ — множество свободных переменных формулы ϕ.

ϕ = P(m)(t1, t2, . . . , tm) Varϕ =
m⋃

i=1
Varti ;

ϕ = (ψ1&ψ2) Varϕ = Varψ1 ∪ Varψ2 ;
ϕ = (ψ1 ∨ ψ2)
ϕ = (ψ1 → ψ2)

ϕ = (¬ψ) Varϕ = Varψ;

ϕ = (∀xψ) Varϕ = Varψ \ {x}.
ϕ = (∃xψ)



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

ϕ(x1, x2, . . . , xn) — запись, обозначающая формулу ϕ, у которой
Varϕ ⊆ {x1, x2, . . . , xn}.

Если Varϕ = ∅, то формула ϕ называется
замкнутой формулой , или предложением .

CForm — множество всех замкнутых формул.

Соглашение о приоритете логических операций

В порядке убывания приоритета связки и кванторы
располагаются так:

¬, ∀, ∃
&

∨
→



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ
Пример правильного восстановления скобок

∀x1 ¬P(x1) & ∃x2R(x1, x2) → ∃x1 (¬P(x1) ∨ P(x2))

(∀x1 (¬P(x1))) & (∃x2 R(x1, x2)) → (∃x1 ((¬P(x1)) ∨ P(x2)))

((∀x1 (¬P(x1))) & (∃x2R(x1, x2))) → (∃x1 ((¬P(x1)) ∨ P(x2)))

(((∀x1 (¬P(x1))) & (∃x2R(x1, x2))) → (∃x1 ((¬P(x1))∨P(x2))))



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

Пример формулы, выражающей математическое
определение

Алфавит

Константы
0 — константа, действительное число ноль;
Функциональные символы
h(2)(x , y) — «абсолютная разность чисел x и y»;
Предикатные символы
R(1)(x) — «x — действительное число»;
N(1)(x) — «x — натуральное число»;
S (1)(x) — «x — последовательность действительных чисел»;
E (3)(x , y , z) — «x — это y -ый член последовательности z»;
<(2) (x , y) — «число x меньше числа y».



СИНТАКСИС: ТЕРМЫ И ФОРМУЛЫ

Пример формулы, выражающей математическое
определение

Формула limit(x , y)

limit(x , y) — «число x — предел последовательности
действительных чисел y».

limit(x , y):

R(x) & S(y) & ∀z(R(z) & < (0, z) →
∃u(N(u) & ∀v(N(v) & < (u, v) →

∃w(E (w , v , y) & < (h(w , x), z)))))



СЕМАНТИКА: ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Семантика — это свод правил, наделяющих значением
(смыслом) синтаксические конструкции языка.

В языке логики предикатов значением термов являются
функции, а значением формул — отношения (предикаты).

Значения термов и формул определяются на основе
алгебраических систем .

Алгебраические системы, используемые в таком качестве,
называются интерпретациями .



СЕМАНТИКА: ИНТЕРПРЕТАЦИИ
Интерпретация сигнатуры 〈Const,Func ,Pred〉 — это
алгебраическая система I = 〈DI ,Const,Func ,Pred〉, где

I DI — непустое множество, которое называется областью
интерпретации , предметной областью , или универсумом ;

I Const : Const → DI — оценка констант ,
сопоставляющая каждой константе c элемент (предмет) c̄
из области интерпретации;

I Func : Func(n) → (Dn
I → DI ) — оценка

функциональных символов , сопоставляющая каждому
функциональному символу f (n) местности n всюду
определенную n-местную функцию f̄(n) на области
интерпретации;

I Pred : Pred (m) → (Dm
I → {true, false}) — оценка

предикатных символов , сопоставляющая каждому
предикатному символу P(m) местности m всюду
определенное m-местное отношение P̄(m) на области
интерпретации.



СЕМАНТИКА: ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Пример

Сигнатура Const = {c1, c2},Func = {f (1)},Pred = {P(1),R(2)}.

Интерпретация I = 〈DI ,Const,Func ,Pred〉:

Область интерпретации DI = {d1, d2, d3};
Оценка констант c1 = d1, c2 = d3;
Оценка функциональных и предикатных символов
f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true



СЕМАНТИКА: ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Значение терма

Пусть заданы интерпретация I = 〈DI ,Const,Func ,Pred〉, терм
t(x1, x2, . . . , xn) и набор d1, d2, . . . , dn элементов (предметов) из
области интерпретации DI .
Значение t(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn] терма t(x1, x2, . . . , xn)
на наборе d1, d2, . . . , dn определяется рекурсивно.

I Если t(x1, x2, . . . , xn) = xi , то
t(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn] = di ;

I Если t(x1, x2, . . . , xn) = c , то
t(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn] = c̄;

I Если t(x1, x2, . . . , xn) = f (t1, . . . , tk), то
t(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn] =

f̄(t1[d1, d2, . . . , dn], . . . , tk [d1, d2, . . . , dn]).



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

Отношение выполнимости формул

Значение формул в интерпретации определяется при помощи
отношения выполнимости |=.
Пусть заданы интерпретация I = 〈DI ,Const,Func ,Pred〉,
формула ϕ(x1, x2, . . . , xn) и набор d1, d2, . . . , dn элементов
(предметов) из области интерпретации DI .
Отношение выполнимости I |= ϕ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]
формулы ϕ в интерпретации I на наборе d1, d2, . . . , dn

определяется рекурсивно.

I Если ϕ(x1, x2, . . . , xn) = P(t1, . . . , tm), то
I |= ϕ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

⇐⇒
P̄(t1[d1, d2, . . . , dn], . . . , tm[d1, d2, . . . , dn]) = true;



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

Отношение выполнимости формул

I Если ϕ(x1, x2, . . . , xn) = ψ1&ψ2, то
I |= ϕ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

⇐⇒{
I |= ψ1(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]
I |= ψ2(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

I Если ϕ(x1, x2, . . . , xn) = ψ1 ∨ ψ2, то
I |= ϕ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

⇐⇒
I |= ψ1(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

или
I |= ψ2(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

Отношение выполнимости формул

I Если ϕ(x1, x2, . . . , xn) = ψ1 → ψ2, то
I |= ϕ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

⇐⇒
I 6|= ψ1(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

или
I |= ψ2(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

I Если ϕ(x1, x2, . . . , xn) = ¬ψ, то
I |= ϕ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

⇐⇒
I 6|= ψ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

Отношение выполнимости формул

I Если ϕ(x1, x2, . . . , xn) = ∀x0 ψ(x0, x1, x2, . . . , xn), то
I |= ϕ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

⇐⇒
для любого элемента d0, d0 ∈ DI , имеет место
I |= ψ(x0, x1, x2, . . . , xn)[d0, d1, d2, . . . , dn]

I Если ϕ(x1, x2, . . . , xn) = ∃x0 ψ(x0, x1, x2, . . . , xn), то
I |= ϕ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn]

⇐⇒
для некоторого элемента d0, d0 ∈ DI , имеет место
I |= ψ(x0, x1, x2, . . . , xn)[d0, d1, d2, . . . , dn]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

Интерпретация

I = 〈DI ,Const,Func ,Pred〉
Область интерпретации DI = {d1, d2, d3};
Оценка констант c1 = d1, c2 = d3;
Оценка функциональных и предикатных символов
f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

Формула

ϕ = ∀x1 (P(x1) → ∃x2(R(x1, x2) & ¬P(f (x2))))



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= R(x1, x2)[d1, d1]

I |= P(x1) → ∃x2(R(x1, x2)&¬P(f (x2)))[d1]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= R(x1, x2)[d1, d1]

I 6|= P(f (x2))[d1]

I |= P(x1) → ∃x2(R(x1, x2)&¬P(f (x2)))[d1]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= R(x1, x2)[d1, d1]

I 6|= P(f (x2))[d1] ⇒ I |= ¬P(f (x2))[d1]

I |= P(x1) → ∃x2(R(x1, x2)&¬P(f (x2)))[d1]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= R(x1, x2)[d1, d1]

I 6|= P(f (x2))[d1] ⇒ I |= ¬P(f (x2))[d1]

I |= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d1, d1]

I |= P(x1) → ∃x2(R(x1, x2)&¬P(f (x2)))[d1]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= R(x1, x2)[d1, d1]

I 6|= P(f (x2))[d1] ⇒ I |= ¬P(f (x2))[d1]

I |= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d1, d1]

I |= ∃x2(R(x1, x2) & ¬P(f (x2)))[d1]

I |= P(x1) → ∃x2(R(x1, x2)&¬P(f (x2)))[d1]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= R(x1, x2)[d1, d1]

I 6|= P(f (x2))[d1] ⇒ I |= ¬P(f (x2))[d1]

I |= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d1, d1]

I |= ∃x2(R(x1, x2) & ¬P(f (x2)))[d1]

I |= P(x1) → ∃x2(R(x1, x2)&¬P(f (x2)))[d1]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I 6|= P(x1)[d2]

I |= P(x1) → ∃x2(R(x1, x2)&¬P(f (x2)))[d2]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I 6|= P(x1)[d2]

I |= P(x1) → ∃x2(R(x1, x2)&¬P(f (x2)))[d2]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= P(x1)[d3]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= P(x1)[d3]

I 6|= R(x1, x2)[d3, d1]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= P(x1)[d3]

I 6|= R(x1, x2)[d3, d1] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d1]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= P(x1)[d3]

I 6|= R(x1, x2)[d3, d1] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d1]

I 6|= ¬P(f (x2))[d2]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= P(x1)[d3]

I 6|= R(x1, x2)[d3, d1] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d1]

I 6|= ¬P(f (x2))[d2] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d2]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= P(x1)[d3]

I 6|= R(x1, x2)[d3, d1] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d1]

I 6|= ¬P(f (x2))[d2] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d2]

I 6|= ¬P(f (x2))[d3]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= P(x1)[d3]

I 6|= R(x1, x2)[d3, d1] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d1]

I 6|= ¬P(f (x2))[d2] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d2]

I 6|= ¬P(f (x2))[d3] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d3]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= P(x1)[d3]

I 6|= R(x1, x2)[d3, d1] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d1]

I 6|= ¬P(f (x2))[d2] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d2]

I 6|= ¬P(f (x2))[d3] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d3]

I 6|= ∃x2 (R(x1, x2) & ¬P(f (x2)))[d3]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

f(x) P(x) R(x , y)

x f
d1 d2

d2 d3

d3 d1

x P
d1 true
d2 false
d3 true

x
y d1 d2 d3

d1 true true false
d2 true false true
d3 false true true

I |= P(x1)[d3]

I 6|= R(x1, x2)[d3, d1] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d1]

I 6|= ¬P(f (x2))[d2] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d2]

I 6|= ¬P(f (x2))[d3] ⇒ I 6|= R(x1, x2) & ¬P(f (x2))[d3, d3]

I 6|= ∃x2 (R(x1, x2) & ¬P(f (x2)))[d3]

I 6|= P(x1) → ∃x2(R(x1, x2)&¬P(f (x2)))[d3]



СЕМАНТИКА: ВЫПОЛНИМОСТЬ ФОРМУЛ

Итак, мы имеем

I |= (P(x1) → ∃x2(R(x1, x2) & ¬P(f (x2))))[d1]

I |= (P(x1) → ∃x2(R(x1, x2) & ¬P(f (x2))))[d2]

I 6|= (P(x1) → ∃x2(R(x1, x2) & ¬P(f (x2))))[d3]

Значит,

I 6|= ∀x1 (P(x1) → ∃x2(R(x1, x2) & ¬P(f (x2))))



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 2.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 3.

Выполнимые и общезначимые
формулы.

Модели. Логическое следование.
Проблема общезначимости.
Семантические таблицы.



ВЫПОЛНИМЫЕ И ОБЩЕЗНАЧИМЫЕ
ФОРМУЛЫ

Формула ϕ(x1, . . . , xn) называется выполнимой в интерпретации
I , если существует такой набор элементов d1, . . . , dn ∈ DI , для
которого имеет место I |= ϕ(x1, . . . , xn)[d1, . . . , dn].

Формула ϕ(x1, . . . , xn) называется истинной в интерпретации I ,
если для любого набора элементов d1, . . . , dn ∈ DI имеет место
I |= ϕ(x1, . . . , xn)[d1, . . . , dn].

Формула ϕ(x1, . . . , xn) называется выполнимой , если есть
интерпретация I , в которой эта формула выполнима.

Формула ϕ(x1, . . . , xn) называется общезначимой (или
тождественно истинной ), если эта формула истинна в любой
интерпретации.

Формула ϕ(x1, . . . , xn) называется противоречивой (или
невыполнимой ), если она не является выполнимой.



ВЫПОЛНИМЫЕ И ОБЩЕЗНАЧИМЫЕ
ФОРМУЛЫ

Примеры

P(x1)&¬P(x2),
∀xP(x) → ∃xP(x),
∃xP(x) → ∀xP(x) — выполнимые формулы.

I1 : DI = {d1, d2}, P̄(d1) = true, P̄(d2) = false
I1 |= P(x1)&¬P(x2)[d1, d2], I1 |= ∀xP(x) → ∃xP(x).
I2 : DI = {d}, P̄(d) = true
I2 |= ∃xP(x) → ∀xP(x)

Формулы P(x1)&¬P(x2), ∃xP(x) → ∀xP(x) необщезначимые.
I2 6|= P(x1)&¬P(x2)[d , d ], I1 6|= ∃xP(x) → ∀xP(x).

Формула ∀xP(x) → ∃xP(x) является общезначимой.

Но почему? И как в этом убедиться?



ВЫПОЛНИМЫЕ И ОБЩЕЗНАЧИМЫЕ
ФОРМУЛЫ

Выполнимые формулы — это логические формы, которые
служат для представления знаний. Каждая выполнимая
формула несет определенную информацию.

Общезначимые формулы — это трюизмы, банальности,
тавтологии, не несущие никакой информации.

Какую же роль играют общезначимые формулы?



МОДЕЛИ. ЛОГИЧЕСКОЕ СЛЕДСТВИЕ

Пусть Γ — некоторое множество замкнутых формул, Γ ⊆ CForm.
Тогда каждая интерпретация I , в которой выполняются все
формулы множества Γ, называется моделью для множества Γ.

Модель для множества формул Γ — это интерпретация
(реальный или виртуальный мир), устройство которого
адекватно всем предложениям из множества Γ.

Пример

I : DI = {d1, d2}, P̄(d1) = true, P̄(d2) = false
I — модель для множества формул Γ = {∃xP(x),∃x¬P(x)}.

Замечание

А какая интерпретация является моделью пустого множества
формул Γ = ∅?
Правильный ответ: любая интерпретация . Почему ?

avasilenko
Примечание
потому что по определению сказано, что "Для любой формулы", высказывания является импликативным, а если посылка в импликации - false, то вся импликация - это true.



МОДЕЛИ. ЛОГИЧЕСКОЕ СЛЕДСТВИЕ

Пример

C (x) — «x — квадрат»;

S(x) — «x — шар»;

B(x) — «x — черный предмет»;

W (x) — «x — белый предмет»;

U(x , y) — «предмет x лежит под предметом y».



МОДЕЛИ. ЛОГИЧЕСКОЕ СЛЕДСТВИЕ

Каждый белый куб лежит под каким-то черным шаром.

∀x (W (x) & C (x) → ∃y (B(y) & S(y) & U(x , y)))

Модель I

~ ~ ~

∀x (W (x) & C (x) & ∃y (B(y) & S(y) & U(x , y)))

Каждый предмет является белым кубом
и лежит под каким-то черным шаром.

avasilenko
Примечание
каждый предмет является белым кубом и лежит под каким-то чёрным шаром

Это не верно в указанной модели, достаточно взять как объект - любой черный шар в модели I



МОДЕЛИ. ЛОГИЧЕСКОЕ СЛЕДСТВИЕ

Какой-то белый куб лежит под всеми черными шарами.

∃x (W (x) & C (x) & ∀y (B(y) & S(y) → U(x , y)))

~

∃x (W (x) & C (x) → ∀y (B(y) & S(y) → U(x , y)))

Какой-то предмет либо не является белым кубом,
либо лежит под каждым черным шаром.
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Общий принцип правильного построения формул.

Каждый предмет, наделенный атрибутом A, обладает
свойством B:

∀x (A(x) → B(x))

Некоторый предмет, наделенный атрибутом A, обладает
свойством B:

∃x (A(x) & B(x))
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Определение

Пусть Γ — некоторое множество замкнутых формул, и ϕ —
замкнутая формула. Формула ϕ называется логическим
следствием множества предложений (базы знаний) Γ, если
каждая модель для множества формул Γ является моделью
для формулы ϕ, т. е.

для любой интерпретации I : I |= Γ =⇒ I |= ϕ

Логические следствия — это «производные» знания, которые
неизбежно сопутствуют «базовым» знаниям Γ, находятся в
причинно-следственной зависимости от предложений Γ. Одна
из главных задач (и одновременно наиболее характерное
проявление) интеллектуальной деятельности — это извлечение
логических следствий из баз знаний.

avasilenko
Примечание
это - знания
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Обозначения

Запись Γ |= ϕ обозначает, что ϕ — логическое следствие Γ .
А какие формулы являются логическими следствиями пустой
базы знаний Γ = ∅? Правильный ответ: общезначимые .
Поэтому для обозначения общезначимости формулы ϕ будем
использовать запись |= ϕ .

avasilenko
Примечание
по определению
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Теорема о логическом следствии

Пусть Γ = {ψ1, . . . , ψn} ⊆ CForm, ϕ ∈ CForm. Тогда
Γ |= ϕ ⇐⇒ |= ψ1& . . .&ψn → ϕ.

Доказательство. ⇒ Пусть I — произвольная интерпретация.
Если I 6|= ψ1& . . .&ψn, то I |= ψ1& . . .&ψn → ϕ.
Если I |= ψ1& . . .&ψn, то I |= ψi , 1 ≤ i ≤ n, т. е. I — модель
для Γ.
Поскольку Γ |= ϕ, получаем I |= ϕ. Значит,
I |= ψ1& . . .&ψn → ϕ.
Таким образом, для любой интерпретации I имеет место
I |= ψ1& . . .&ψn → ϕ.
Значит, ψ1& . . .&ψn → ϕ — общезначимая формула.
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Теорема о логическом следствии

Пусть Γ = {ψ1, . . . , ψn} ⊆ CForm, ϕ ∈ CForm. Тогда
Γ |= ϕ ⇐⇒ |= ψ1& . . .&ψn → ϕ.

Доказательство. ⇐ Пусть I — модель для множества
предложений Γ, т. е. I |= ψi , 1 ≤ i ≤ n.
Тогда I |= ψ1& . . .&ψn.
Так как |= ψ1& . . .&ψn → ϕ, верно I |= ψ1& . . .&ψn → ϕ.
Значит, I |= ϕ.
Так как I — произвольная модель для Γ, приходим к
заключению Γ |= ϕ.

�
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Общезначимые формулы — это каналы причинно-следственной
связи, по которым передаются знания, представленные в виде
логических формул, преобразуясь при этом из одной формы в
другую.

Практически важно уметь определять эти каналы и
настраивать их на извлечение нужных знаний.

I База знаний — множество предложений Γ;
I Запрос к базе знаний — предложение ϕ;
I Получение ответа на запрос — проверка логического

следствия Γ |= ϕ.

Если Γ — конечное множество, то проверка логического
следствия сводится к проверке общезначимости формулы

ψ1& . . .&ψn → ϕ
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Таким образом, возникает проблема
общезначимости формул:

Для заданной формулы ϕ

проверить ее общезначимость:
|= ϕ?



ПРОБЛЕМА ОБЩЕЗНАЧИМОСТИ ФОРМУЛ
Утверждение.

Для любой формулы ϕ(x1, . . . , xn) верно, что
1. |= ϕ(x1, . . . , xn) ⇐⇒ |= ∀x1 . . . ∀xn ϕ(x1, . . . , xn);

2.

ϕ(x1, . . . , xn) — выполнимая
⇐⇒

∃x1 . . . ∃xn ϕ(x1, . . . , xn) — выполнимая;

3.

ϕ(x1, . . . , xn) — выполнима в любой интерпретации
⇐⇒

|= ∃x1 . . . ∃xn ϕ(x1, . . . , xn).

Доказательство

Самостоятельно. Это просто.

avasilenko
Примечание
Доказывается по определению
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Как же решать проблему
общезначимости

|= ϕ ?

Может быть проверять все
интерпретации по очереди ?
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Нет, такой подход заведомо обречен на неудачу. Почему?
Потому, что верно

Утверждение.

Существует такая замкнутая формула ϕ, которая истинна
в любой интерпретации I с конечной предметной
областью DI , но не является общезначимой .

∀x¬R(x , x) &
∀x∀y∀z(R(x , y)&R(y , z) → R(x , z)) →

∃x∀y¬R(x , y).

avasilenko
Примечание
Иррефлексивность     &    транзитивность                                                                                             ->              "свойство максимального элемента"



Каково бы ли было иррефлексивное, транзитивное отношение, то у него есть максимальный элемент
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Доказательство.

R(x , y): «субъект y — начальник субъекта x»;

1). ∀x¬R(x , x): «никто не командует самим собой»;

2). ∀x∀y∀z (R(x , y)&R(y , z) → R(x , z)): «начальник моего
начальника — мой начальник»;

3). ∃x∀y¬R(x , y): «кто-то никому не подчиняется».

В каждой компании с конечным множеством сотрудников, в
которой действуют законы 1) и 2), выполняется и закон 3).

Значит, наша формула истинна во всех интерпретациях с
конечной предметной областью.

avasilenko
Примечание
выберем такое понимание для нашей интерпретации (из соображений удобства рассуждения)

avasilenko
Примечание
есть такой X, у которого нет начальников.

avasilenko
Примечание
доказательство не строгое
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Доказательство.

Но наша формула не является общезначимой.

R(x , y): «натуральное число y больше натурального числа x»

1). ∀x¬R(x , x);

2). ∀x∀y∀z (R(x , y)&R(y , z) → R(x , z));

выполняются на множестве натуральных чисел.

3). ∃x∀y¬R(x , y) на множестве натуральных чисел не
выполняется: неверно, что существует максимальное
натуральное число.

�



ПРОБЛЕМА ОБЩЕЗНАЧИМОСТИ ФОРМУЛ

Не только перебор всех интерпретаций, но даже проверку
истинности формулы в интерпретации с бесконечной
предметной областью осуществить затруднительно.

Значит, необходимо придумать более изощренный способ
проверки.
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Пример.

Проверить общезначимость формулы
ϕ = ∀x (P(x) → R(x)) → (∀x P(x) → ∀x R(x)) .

Предположим, что ϕ необщезначима. Тогда должна
существовать интерпретация I (контрмодель), опровергающая
ϕ. Изучим эту контрмодель.

I |= ∀x (P(x) → R(x))

I 6|= ∀x P(x) → ∀x R(x)
I |= ∀x P(x) I 6|= ∀x R(x)

I |= (P(x) → R(x))[d ]
I |= P(x)[d ]
I |= R(x)[d ]

Получили противоречие. Значит, контрмодели I не существует.
Значит, |= ϕ.
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Пример.

Проверить общезначимость формулы
ϕ = ∃x (P(x) → ∀x P(x)) .

Предположим, что ϕ необщезначима. Тогда существует
интерпретация I (контрмодель), которая опровергает ϕ.

I 6|= ∃x (P(x) ∀x P(x))

I |= (P(x)

I 6|= P(x)
I |= P(x)[d1]

I 6|= P(x)[d2]

Противоречия нет.
I = 〈DI ,Pred〉: DI = {d1, d2}, P(d1) = true, P(d2) = false,
I 6|= ϕ.

Следовательно, 6|= ϕ.
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СЕМАНТИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ

Попробуем систематизировать этот способ проверки
общезначимости формул.

I Общезначимость формулы доказываем «от противного»,
пытаясь построить контрмодель.

I Контрмодель строим, указывая, какие формулы должны в
ней выполняться, а какие нет. Требования
(не)выполнимости формул, предъявляемые к контрмодели,
сводим в таблицу и последовательно их уточняем.

I Если требования, которые предъявляются к контрмодели,
оказываются несовместными, значит, проверяемая
формула неопровержима, т. е. общезначима.



СЕМАНТИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ

Семантическая таблица — это упорядоченная пара множеств
формул 〈 Γ ; ∆ 〉 , Γ,∆ ⊆ Form.
Γ — это множество формул, которые мы хотим считать
истинными,
∆ — это множество формул, которые мы хотим считать
ложными.
Пусть {x1, x2, . . . , xn} — множество свободных переменных в
формулах множеств Γ, ∆.
Семантическая таблица 〈 Γ ; ∆ 〉 называется выполнимой ,
если существует такая интерпретация I и такой набор значений
d1, d2, . . . , dn ∈ DI свободных переменных, для которых

I I |= ϕ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn] для любой формулы ϕ,
ϕ ∈ Γ,

I I 6|= ψ(x1, x2, . . . , xn)[d1, d2, . . . , dn] для любой формулы ψ,
ψ ∈ ∆.



СЕМАНТИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ

Примеры

Семантическая таблица
T = 〈 {∃x P(x), ¬P(y)} ; {∀xP(x), P(x) & ¬P(x)} 〉

выполнима. Ее выполнимость подтверждает интерпретация
I = 〈DI ,Pred〉: DI = {d1, d2}, P(d1) = true, P(d2) = false, и
набор d1, d2 значений свободных переменных x, y.

Семантическая таблица
T = 〈 ∅ ; {∃y∀xR(x , y) → ∀x∃yR(x , y)} 〉

невыполнима. Почему?



СЕМАНТИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ

Теорема (о табличной проверке общезначимости)

|= ϕ ⇐⇒ таблица Tϕ = 〈 ∅ ; {ϕ} 〉 невыполнима.

Доказательство. |= ϕ ⇐⇒ для любой интерпретации I и для
любого набора d1, . . . , dn ∈ DI значений свободных переменных
x1, . . . , xn имеет место I |= ϕ(x1, . . . , xn)[d1, . . . , dn] ⇐⇒
таблица Tϕ = 〈 ∅ ; {ϕ} 〉 невыполнима ни в одной
интерпретации.

�



СЕМАНТИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ

Семантическая таблица 〈 Γ ; ∆ 〉, у которой Γ ∩∆ 6= ∅,
называется закрытой .

Утверждение

Закрытая таблица невыполнима.

Доказательство. Самостоятельно.

Семантическая таблица 〈 Γ ; ∆ 〉, у которой множества Γ,∆
состоят только из атомарных формул, называется атомарной .

Утверждение

Незакрытая атомарная таблица выполнима.

Доказательство. Самостоятельно.



СЕМАНТИЧЕСКИЕ ТАБЛИЦЫ

Таким образом, для доказательства общезначимости |= ϕ
достаточно разработать систему правил, позволяющих
преобразовывать семантическую таблицу Tϕ = 〈 ∅ ; {ϕ} 〉 к
закрытым таблицам.

Доказательства такого вида называются логическим выводом .
Если в выводе участвуют семантические таблицы, то
логический вывод называется табличным .

Чтобы табличный вывод был корректным, правила
преобразования таблиц (правила табличного вывода ) должны
сохранять выполнимость семантических таблиц.

Поэтому начнем с разработки правил табличного вывода и
проверки их корректности.



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 3.
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Ëåêöèÿ 4.

Ïîäñòàíîâêè.

Òàáëè÷íûé âûâîä.

Êîððåêòíîñòü òàáëè÷íîãî âûâîäà.



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Ïîäñòàíîâêà � ýòî âñÿêîå îòîáðàæåíèå θ : Var → Term,

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ïåðåìåííîé íåêîòîðûé òåðì.

Ïîäñòàíîâêè íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü

ïåðåõîäèòü îò îáùèõ óòâåðæäåíèé ∀x∀yP(x , y) ê èõ ÷àñòíûì
âàðèàíòàì P(f (z), c).

Ìíîæåñòâî Domθ = {x : θ(x) 6= x} íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ

ïîäñòàíîâêè . Åñëè îáëàñòü ïîäñòàíîâêè � ýòî êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, òî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ

êîíå÷íîé. Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäñòàíîâîê îáîçíà÷èì Subst .

Åñëè θ ∈ Subst è Domθ = {x1, x2, . . . , xn}, òî ïîäñòàíîâêà θ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïàð

{x1/θ(x1), x2/θ(x2), . . . , xn/θ(xn)}.
Êàæäàÿ ïàðà xi/θ(xi ) íàçûâàåòñÿ ñâÿçêîé .



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Äëÿ çàäàííîãî ëîãè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ E è ïîäñòàíîâêè θ
çàïèñü Eθ îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè θ ê E ,
êîòîðûé îïðåäåëåòñÿ òàê:

Åñëè E = x , x ∈ Var , òî Eθ = θ(x);

Åñëè E = c , c ∈ Const, òî Eθ = c ;

Åñëè E = f (t1, t2, . . . , tk), òî Eθ = f (t1θ, t2θ, . . . , tnθ);

Åñëè E = P(t1, t2, . . . , tk), òî Eθ = P(t1θ, t2θ, . . . , tnθ);

Åñëè E = ϕ&ψ, òî Eθ = ϕθ & ψθ
(àíàëîãè÷íî äëÿ ôîðìóë ϕ ∨ ψ, ϕ→ ψ, ¬ϕ);
Åñëè E = ∀x0 ϕ, òî Eθ = ∀x0 (ϕθ′), ãäå η � íîâàÿ

ïîäñòàíîâêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

θ′(x) =

{
x0, åñëè x = x0,
θ(x), åñëè x 6= x0,

(àíàëîãè÷íî äëÿ ôîðìóë ∃x0 ϕ).



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Ïðèìåð

ϕ : ∀x(P(x) → ¬R(y)) → R(f (x)) ∨ ∃yP(y)

θ = { x/g(x , c), y/x , z/f (z) }

Âûäåëÿþòñÿ âñå ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â ϕ

ϕ : ∀x(P(x) → ¬R(y)) → R(f (x)) ∨ ∃yP(y)

Ê ñâîáîäíûì âõîæäåíèÿì ïåðåìåííûõ ïðèìåíÿåòñÿ θ

ϕθ : ∀x(P(x) → ¬R(x)) → R(f (g(x , c))) ∨ ∃yP(y)



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðûõ ïîäñòàíîâîê ñìûñë

óòâåðæäåíèé (ôîðìóë) ìîæåò çíà÷èòåëüíî èñêàçèòüñÿ.

¾Åñëè ó êàæäîãî åñòü äåä, òî ó ñóáúåêòà x òîæå åñòü äåä¿

ϕ(x) : ∀x∃yP(x , y) → ∃yP(x , y)

Î÷åâèäíî, |= ϕ(x)

Ïðèìåíèì ê ϕ(x) ïîäñòàíîâêó θ = { x/y }
ϕ(x)θ : ∀x∃yP(x , y) → ∃yP(y , y)

¾Åñëè ó êàæäîãî åñòü äåä, òî åñòü è òàêèå, êîòîðûå ïðèõîäÿòñÿ

äåäîì ñàìèì ñåáå¿

Î÷åâèäíî, 6|= ϕ(x)θ

Êàê ñòðàííî: îáùåå óòâåðæäåíèå ϕ(x) âåðíî, à åãî ÷àñòíûé

ñëó÷àé ϕ(x)θ � íåò.



ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ

Ïåðåìåííàÿ x íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé äëÿ òåðìà t â ôîðìóëå
ϕ(x), åñëè ëþáîå ñâîáîäíîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â

ôîðìóëå ϕ(x) íå ëåæèò â îáëàñòè äåéñòâèÿ íè îäíîãî

êâàíòîðà, ñâÿçûâàþùåãî ïåðåìåííóþ èç ìíîæåñòâà Vart .

Ïîäñòàíîâêà θ = { x1/t1, . . . , xn/tn} íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé äëÿ

ôîðìóëû ϕ, åñëè äëÿ ëþáîé ñâÿçêè xi/ti ïåðåìåííàÿ xi
ñâîáîäíà äëÿ òåðìà ti â ôîðìóëå ϕ.

Ïðèìåð

Ïåðåìåííàÿ y íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé äëÿ òåðìà f (x , z) â
ôîðìóëå ϕ
ϕ : ∀x(P(x) → ¬R(y)) → R(f (x)) ∨ ∃yP(y)

À âîò äëÿ òåðìà f (y , z) ïåðåìåííàÿ y â ôîðìóëå ϕ ñâîáîäíà.

avasilenko
Примечание
"свободной для применения подстановки терма t"



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Ïðàâèëà òàáëè÷íîãî âûâîäà èìåþò âèä

T0
T1

èëè
T0

T1, T2
,

ãäå T0,T1,T2 � ñåìàíòè÷åñêèå òàáëèöû. Ïðî÷òåíèå ïðàâèëà

òàêîâî:

Òàáëèöà T0 âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíèìà òàáëèöà T1 (èëè T2).

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òàáëèöà T0 ðåäóöèðóåòñÿ â ïàðó òàáëèö

T1,T2, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâèëî èìååò àëüòåðíàòèâû.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Ïðàâèëà òàáëè÷íîãî âûâîäà

L&
〈Γ, ϕ&ψ|∆〉
〈Γ, ϕ, ψ|∆〉 R&

〈Γ|∆, ϕ&ψ〉
〈Γ|∆, ϕ〉, 〈Γ | ∆, ψ〉

L∨ 〈Γ, ϕ ∨ ψ|∆〉
〈Γ, ϕ|∆〉, 〈Γ, ψ|∆〉 R∨ 〈Γ|∆, ϕ ∨ ψ〉

〈Γ|∆, ϕ, ψ〉

L→ 〈Γ, ϕ→ ψ|∆〉
〈Γ, ψ|∆〉, 〈Γ|ϕ,∆〉 R → 〈Γ|∆, ϕ→ ψ〉

〈Γ, ϕ|∆, ψ〉

L¬ 〈Γ,¬ϕ|∆〉
〈Γ|∆, ϕ〉 R¬ 〈Γ|∆,¬ϕ〉

〈Γ, ϕ|∆〉



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Ïðàâèëà òàáëè÷íîãî âûâîäà

L∀ 〈Γ,∀xϕ(x)|∆〉
〈Γ,∀xϕ(x), ϕ(x){x/t}|∆〉

ïåðåìåííàÿ x ñâîáîäíà äëÿ òåðìà t
â ôîðìóëå ϕ(x)

R∀ 〈Γ|∆,∀xϕ(x)〉
〈Γ|∆, ϕ(x){x/c}〉

êîíñòàíòà c íå ñîäåðæèòñÿ â ôîðìóëàõ

èç Γ, ∆ è â ôîðìóëå ϕ(x)



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Ïðàâèëà òàáëè÷íîãî âûâîäà

L∃ 〈Γ,∃xϕ(x)|∆〉
〈Γ, ϕ(x){x/c}|∆〉

êîíñòàíòà c íå ñîäåðæèòñÿ â ôîðìóëàõ

èç Γ, ∆ è â ôîðìóëå ϕ(x)

R∃ 〈Γ|∆,∃xϕ(x)〉
〈Γ|∆,∃xϕ(x), ϕ(x){x/t}〉

ïåðåìåííàÿ x ñâîáîäíà äëÿ òåðìà t
â ôîðìóëå ϕ(x)



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Çà÷åì íóæíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäñòàâëÿåìûå òåðìû
â ïðàâèëàõ L∀, R∀, L∃, R∃?

Åñëè â ïðàâèëå òàáëè÷íîãî âûâîäà L∀ íå ïðèäåðæèâàòüñÿ
ïðàâèëüíûõ ïîäñòàíîâîê, òî âûïîëíèìàÿ òàáëèöà

− L∀ :
〈 ∀x∃yR(x , y) | ∃yR(y , y) 〉

〈 ∀x∃yR(x , y), ∃yR(y , y) | ∃yR(y , y) 〉

ïðåîáðàçóåòñÿ â çàêðûòóþ, ò.å. íåâûïîëíèìóþ òàáëèöó .

Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x íåñâîáîäíà äëÿ òåðìà y â

ôîðìóëå ∃yR(x , y).



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Çà÷åì íóæíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäñòàâëÿåìûå òåðìû
â ïðàâèëàõ L∀, R∀, L∃, R∃?

Åñëè â ïðàâèëå òàáëè÷íîãî âûâîäà L∃ ïîäñòàâèòü ¾íåñâåæóþ¿
êîíñòàíòó, òî âûïîëíèìàÿ òàáëèöà

− L∃ :
〈 ∃x P(x) | P(c) 〉
〈 P(c) | P(c) 〉

ïðåîáðàçóåòñÿ â çàêðûòóþ, ò.å. íåâûïîëíèìóþ òàáëèöó .

Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî êîíñòàíòà, ïîäñòàâëÿåìàÿ âìåñòî

ïåðåìåííîé x, äîëæíà áûòü îòëè÷íà îò âñåõ ðàíåå
èñïîëüçîâàííûõ êîíñòàíò.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Îïðåäåëåíèå òàáëè÷íîãî âûâîäà

Òàáëè÷íûé âûâîä äëÿ òàáëèöû T0 � ýòî êîðíåâîå äåðåâî,

âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò ñåìàíòè÷åñêèå òàáëèöû è ïðè ýòîì

1) êîðíåì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà T0;y
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Ti T1
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T3 T4



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Îïðåäåëåíèå òàáëè÷íîãî âûâîäà

2) èç âåðøèíû Ti èñõîäÿò äóãè â âåðøèíû Tj (Tk)

⇐⇒
Ti

Tj , (Tk)
� ïðàâèëî òàáëè÷íîãî âûâîäà;

y
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@
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?
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?
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T0

Ti T1

Tj Tk T2

T3 T4

L→

R& L∀

L∃ R¬



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Îïðåäåëåíèå òàáëè÷íîãî âûâîäà

3) ëèñòüÿìè äåðåâà ìîãóò áûòü òîëüêî çàêðûòûå è

àòîìàðíûå òàáëèöû. y
�
�

�
�	

@
@
@
@Ry
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@
@
@
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y
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@
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?

y
?

y
y y

T0

Ti T1

Tj Tk T2

T3 T4

L→

R& L∀

L∃ R¬

çàêð. òàáë. çàêð. òàáë.

àòîì. òàáë.



ÒÀÁËÈ×ÍÛÉ ÂÛÂÎÄ

Îïðåäåëåíèå òàáëè÷íîãî âûâîäà

Òàáëè÷íûé âûâîä áóäåì íàçûâàòü óñïåøíûì (èëè òàáëè÷íûì

îïðîâåðæåíèåì ), åñëè äåðåâî âûâîäà � êîíå÷íîå, è âñå ëèñòüÿ

äåðåâà � çàêðûòûå òàáëèöû.

Ñóùåñòâîâàíèå óñïåøíîãî âûâîäà îçíà÷àåò, ÷òî êîðíåâàÿ

ñåìàíòè÷åñêàÿ òàáëèöà T0 íåâûïîëíèìà.

Åñëè T0 = 〈 ∅ | ϕ 〉, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |= ϕ.



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)∀xB(x) 〉

?
T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),∀xP(x) | B(x) 〉

?
T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(x) | B(c) 〉

?
T4 = 〈 (P(x)→ B(x)),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),∀xP(x) | B(x) 〉

?
T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(x) | B(c) 〉

?
T4 = 〈 (P(x)→ B(x)),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(x) | B(c) 〉

?
T4 = 〈 (P(x)→ B(x)),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
T4 = 〈 (P(x)→ B(x)),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)B(c),∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
(L∀)

T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)→ B(c), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

�����)

PPPPPq

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |〉
∀xP(x), ,P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c), 〉
∀xP(x),

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
(L∀)

T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)→ B(c), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉
�����)

PPPPPq
(L→)

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c)〉
∀xP(x),B(c),P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c),P(c)〉
∀xP(x),P(c)

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
(L∀)

T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)→ B(c), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉
�����)

PPPPPq
(L→)

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c)〉
∀xP(x),B(c),P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c),P(c)〉
∀xP(x),P(c)

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀x(P(x)→ B(x))→ (∀xP(x)→ ∀xB(x)) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)) | ∀xP(x)→ ∀xB(x) 〉

?
(R →)

T2 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | ∀xB(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x) | B(c) 〉

?
(L∀)

T4 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉

?
(L∀)

T5 = 〈 ∀x(P(x)→ B(x)),P(c)→ B(c), ∀xP(x),P(c) | B(c) 〉
�����)

PPPPPq
(L→)

T6 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c)〉
∀xP(x),B(c),P(c)

T7 = 〈∀x(P(x)→ B(x)), |B(c),P(c)〉
∀xP(x),P(c)

çàêðûòàÿ òàáëèöà çàêðûòàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
T1 = 〈 P(x) | ∀xP(x) 〉

?
T2 = 〈 P(c1) | P(x) 〉

?
T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉
àòîìàðíàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∃xP(x) | ∀xP(x) 〉

?
T2 = 〈 P(c1) | P(x) 〉

?
T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉
àòîìàðíàÿ òàáëèöà

avasilenko
Примечание
В формуле проблема - скобочка после x - ошибочка



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∃xP(x) | ∀xP(x) 〉

?
(L∃)

T2 = 〈 P(c1) | ∀xP(x) 〉

?
T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉
àòîìàðíàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∃xP(x) | ∀xP(x) 〉

?
(L∃)

T2 = 〈 P(c1) | ∀xP(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉

àòîìàðíàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∃x(P(x)→ ∀xP(x) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∃xP(x) | ∀xP(x) 〉

?
(L∃)

T2 = 〈 P(c1) | ∀xP(x) 〉

?
(R∀)

T3 = 〈 P(c1) | P(c2) 〉
àòîìàðíàÿ òàáëèöà



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T1 = 〈 ∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∀yP(x , y) 〉

?
T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(x , c1) | ∀yP(c2, y),∃x∀yP(x , y) 〉

?
T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∀yP(x , y) 〉

?
T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(x , c1) | ∀yP(c2, y),∃x∀yP(x , y) 〉

?
T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(x , c1) | ∀yP(c2, y),∃x∀yP(x , y) 〉

?
T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∃)

T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y), ∃xP(x , c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∃)

T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y), ∃xP(x , c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∃)

T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
T5 = 〈 ∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∃)

T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y), ∃xP(x , c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∃)

T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∀)

T5 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



T0 = 〈 ∅ | ∀y∃xP(x , y)→ ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R →)

T1 = 〈 ∀y∃xP(x , y) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∀)

T2 = 〈 ∀y∃xP(x , y),∃xP(x , c1) | ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∃)

T3 = 〈 ∀y∃xP(x , y), ∃xP(x , c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(L∃)

T4 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | ∀yP(c2, y), ∃x∀yP(x , y) 〉

?
(R∀)

T5 = 〈 ∀y∃xP(x , y),P(c3, c1) | P(c2, c4),∃x∀yP(x , y) 〉

?

∞



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Ëåììà î êîððåêòíîñòè ïðàâèë âûâîäà

Êàêîâî áû íè áûëî ïðàâèëî òàáëè÷íîãî âûâîäà
L&,R&, L∨,R∨, L→,R →, L¬,R¬, L∀,R∀, L∃,R∃

T0
T1, (T2)

,

òàáëèöà T0 âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíèìà òàáëèöà T1 (èëè âûïîëíèìà òàáëèöà T2).



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî L→:
〈Γ, ϕ→ ψ|∆〉
〈Γ, ψ|∆〉, 〈Γ|ϕ,∆〉 .

Òàáëèöà 〈Γ, ϕ→ ψ|∆〉 âûïîëíèìà ⇐⇒
ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ I è íàáîð d̄ = 〈d1, . . . , dn〉 çíà÷åíèé
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ

I |= Γ[d̄],
I 6|= ∆[d̄],
I |= (ϕ→ ψ)[d̄]

⇐⇒


I |= Γ[d̄],
I 6|= ∆[d̄],
I |= ψ[d̄] èëè I 6|= ϕ[d̄]

⇐⇒

⇐⇒


I |= Γ[d̄],
I 6|= ∆[d̄],
I |= ψ[d̄]

èëè


I |= Γ[d̄],
I 6|= ∆[d̄],
I 6|= ϕ[d̄]

⇐⇒

îäíà èç òàáëèö T1 = 〈Γ, ψ|∆〉 èëè T2 = 〈Γ|ϕ,∆〉 âûïîëíèìà.



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü îñòàëüíûõ 7 ïðàâèë

äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî L∀: 〈Γ,∀x0ϕ(x0)|∆〉
〈Γ,∀x0ϕ(x0), ϕ(x0){x0/t}|∆〉

.

Òàáëèöà 〈Γ, ∀x0ϕ(x0)|∆〉 âûïîëíèìà ⇐⇒ ñóùåñòâóåò

èíòåðïðåòàöèÿ I è íàáîð d1, . . . , dn çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ

ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ
I |= Γ[d1, . . . , dn],
I 6|= ∆[d1, . . . , dn],
I |= (∀x0ϕ)[d1, . . . , dn]

Ïóñòü d0 = t[d1, . . . , dn]. Òîãäà

I |= (∀x0ϕ)[d1, . . . , dn] ⇒ I |= ϕ[d0, d1, . . . , dn] ⇒
⇒ I |= ϕ[t[d1, . . . , dn], d1, . . . , dn] ⇒ I |= ϕ{x0/t}[d1, . . . , dn].
Ñëåäîâàòåëüíî, òàáëèöà 〈Γ,∀x0ϕ(x0), ϕ(x0){x0/t}|∆〉
âûïîëíèìà â èíòåðïðåòàöèè I .

Íà êàêîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî ïåðåìåííàÿ x0 ñâîáîäíà äëÿ òåðìà t â ôîðìóëå ϕ ?



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî L∃: 〈Γ, ∃xϕ(x)|∆〉
〈Γ, ϕ(x){x/c}|∆〉 .

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíèìîñòü òàáëèöû 〈Γ, ϕ(x){x/c}|∆〉 âëå÷åò
âûïîëíèìîñòü òàáëèöû 〈Γ, ∃xϕ(x)|∆〉

Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíèìà òàáëèöà 〈Γ,∃xϕ(x)|∆〉. Òîãäà
ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ I è íàáîð d1, . . . , dn çíà÷åíèé

ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ
I |= Γ[d1, . . . , dn],
I 6|= ∆[d1, . . . , dn],
I |= (∃xϕ)[d1, . . . , dn]

Âûïîëíèìîñòü ∃xϕ[d1, . . . , dn] îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé

ýëåìåíò d0 ∈ DI , ÷òî I |= ϕ[d0, d1, . . . , dn].



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ J, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò I , òîëüêî
òåì, ÷òî â J êîíñòàíòà c èìååò äðóãîå çíà÷åíèå, à èìåííî

c̄ = d0.

Òîãäà J |= (ϕ{x/c})[d1, . . . , dn].

Êðîìå òîãî, J |= Γ[d1, . . . , dn] è J 6|= ∆[d1, . . . , dn].

Ñëåäîâàòåëüíî, òàáëèöà 〈Γ, ϕ(x){x/c}|∆〉 âûïîëíèìà â
èíòåðïðåòàöèè J.

Íà êàêîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî êîíñòàíòà c íå âõîäèò â ñîñòàâ ôîðìóë èç Γ, ∆ è

ôîðìóëû ϕ ?



ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈ×ÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Òåîðåìà êîððåêòíîñòè òàáëè÷íîãî âûâîäà

Åñëè äëÿ ñåìàíòè÷åñêîé òàáëèöû T0 ñóùåñòâóåò
óñïåøíûé òàáëè÷íûé âûâîä, òî òàáëèöà T0

íåâûïîëíèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñëåäóåò èç

I îïðåäåëåíèÿ òàáëè÷íîãî âûâîäà,

I ëåììû î êîððåêòíîñòè ïðàâèë òàáëè÷íîãî âûâîäà,

I è óòâåðæäåíèÿ î íåâûïîëíèìîñòè çàêðûòûõ òàáëèö.

Ñëåäñòâèå

Åñëè äëÿ òàáëèöû Tϕ = 〈 ∅ |ϕ 〉 ìîæíî ïîñòðîèòü óñïåøíûé

òàáëè÷íûé âûâîä, òî |= ϕ.



ÊÎÍÅÖ ËÅÊÖÈÈ 4.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров

zakh@cs.msu.su
http://mathcyb.cs.msu.su/courses/logprog.html



Лекция 5.

Полнота табличного вывода.
Теорема Левенгейма-Сколема.

Теорема компактности Мальцева.
Автоматическое доказательство

теорем.



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА

Теорема полноты табличного вывода

Если семантическая таблица T0 невыполнима, то для T0

существует успешный табличный вывод.

Доказательство.

Проведем для упрощенного частного случая таблицы T0, в
которой

I имеется лишь конечное число формул,
I все формулы замкнутые,
I в формулах нет функциональных символов.

Пусть T0 = 〈 Γ0 | ∆0 〉 — невыполнимая таблица. Будем
строить табличный вывод для T0, руководствуясь следующей
стратегией.



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА

1). Каждая незакрытая таблица в дереве вывода получает
порядковый номер, и правила табличного вывода
применяются к таблицам в порядке возрастания их
номеров.
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ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА
2). Таблицы состоят из упорядоченных множеств формул

(списков). Правила применяются к формулам в порядке их
расположения в списках. Формулы, участвующие в
применении правил, помещаются в хвост нужного списка.
Атомарные формулы просто переходят из головы списка в
его хвост.

T0 = 〈 , ψ1 → ψ2, Γ | χ1 ∨ χ2,∆ 〉

?
T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, | ,∆ 〉

?
T2 = 〈 , Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, 〉

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ,∀xϕ,ϕ′, | ∆, χ1, χ2 〉 T4 = 〈Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, χ1, χ2, 〉

и. т. д.



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА
2). Таблицы состоят из упорядоченных множеств формул

(списков). Правила применяются к формулам в порядке их
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T0 = 〈 ∀xϕ,ψ1 → ψ2, Γ | χ1 ∨ χ2,∆ 〉

?
T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, | ,∆ 〉

?
T2 = 〈 , Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, 〉

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ,∀xϕ,ϕ′, | ∆, χ1, χ2 〉 T4 = 〈Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, χ1, χ2, 〉

и. т. д.



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА
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?
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�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ,∀xϕ,ϕ′, | ∆, χ1, χ2 〉 T4 = 〈Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, χ1, χ2, 〉
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ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА
2). Таблицы состоят из упорядоченных множеств формул

(списков). Правила применяются к формулам в порядке их
расположения в списках. Формулы, участвующие в
применении правил, помещаются в хвост нужного списка.
Атомарные формулы просто переходят из головы списка в
его хвост.

T0 = 〈 ∀xϕ,ψ1 → ψ2, Γ | χ1 ∨ χ2,∆ 〉

?
(L∀)

T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ,∀xϕ,ϕ′ | χ1 ∨ χ2,∆ 〉

?
T2 = 〈 , Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, 〉

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ,∀xϕ,ϕ′, | ∆, χ1, χ2 〉 T4 = 〈Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, χ1, χ2, 〉

и. т. д.



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА
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T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ,∀xϕ,ϕ′ | χ1 ∨ χ2,∆ 〉

?
(R∨)

T2 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, χ1, χ2 〉
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PPPPPq

T3 = 〈 Γ,∀xϕ,ϕ′, | ∆, χ1, χ2 〉 T4 = 〈Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, χ1, χ2, 〉

и. т. д.
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(L →)

T3 = 〈 Γ,∀xϕ,ϕ′, ψ2 | ∆, χ1, χ2 〉 T4 = 〈Γ,∀xϕ,ϕ′ | ∆, χ1, χ2, ψ1 〉
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ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА
3). С каждой таблицей T ассоциирован список

использованных констант LT . Вначале в этот список
включаются все константы, содержащиеся в таблице T0.
В случае применения правил (L∃) и (R∀) в список
порожденной таблицы добавляется «свежая константа».
В остальных случаях список наследуется без изменений.

T0 = 〈 , ψ1 → ψ2, Γ | ∀yχ(y),∆ 〉, L0 = {c ′, c ′′}

?
T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, | ,∆ 〉, L1 = {c ′, c ′′, }

?
T2 = 〈 , Γ, ϕ(c1) | ∆, 〉, L2 = {c ′, c ′′, c1, }

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ, ϕ(c1), | ∆, χ(c2) 〉
L3 = {c ′, c ′′, c1, c2}

T4 = 〈Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2), 〉
L4 = {c ′, c ′′, c1, c2}

и. т. д.
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3). С каждой таблицей T ассоциирован список

использованных констант LT . Вначале в этот список
включаются все константы, содержащиеся в таблице T0.
В случае применения правил (L∃) и (R∀) в список
порожденной таблицы добавляется «свежая константа».
В остальных случаях список наследуется без изменений.

T0 = 〈 ∃xϕ(x), ψ1 → ψ2, Γ | ∀yχ(y),∆ 〉, L0 = {c ′, c ′′}

?
T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, | ,∆ 〉, L1 = {c ′, c ′′, }

?
T2 = 〈 , Γ, ϕ(c1) | ∆, 〉, L2 = {c ′, c ′′, c1, }

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ, ϕ(c1), | ∆, χ(c2) 〉
L3 = {c ′, c ′′, c1, c2}

T4 = 〈Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2), 〉
L4 = {c ′, c ′′, c1, c2}

и. т. д.
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3). С каждой таблицей T ассоциирован список

использованных констант LT . Вначале в этот список
включаются все константы, содержащиеся в таблице T0.
В случае применения правил (L∃) и (R∀) в список
порожденной таблицы добавляется «свежая константа».
В остальных случаях список наследуется без изменений.

T0 = 〈 ∃xϕ(x), ψ1 → ψ2, Γ | ∀yχ(y),∆ 〉, L0 = {c ′, c ′′}

?
T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, | ,∆ 〉, L1 = {c ′, c ′′, }

?
T2 = 〈 , Γ, ϕ(c1) | ∆, 〉, L2 = {c ′, c ′′, c1, }

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ, ϕ(c1), | ∆, χ(c2) 〉
L3 = {c ′, c ′′, c1, c2}

T4 = 〈Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2), 〉
L4 = {c ′, c ′′, c1, c2}

и. т. д.
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3). С каждой таблицей T ассоциирован список

использованных констант LT . Вначале в этот список
включаются все константы, содержащиеся в таблице T0.
В случае применения правил (L∃) и (R∀) в список
порожденной таблицы добавляется «свежая константа».
В остальных случаях список наследуется без изменений.

T0 = 〈 ∃xϕ(x), ψ1 → ψ2, Γ | ∀yχ(y),∆ 〉, L0 = {c ′, c ′′}

?
(L∃)

T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∀yχ(y),∆ 〉, L1 = {c ′, c ′′, c1}

?
T2 = 〈 , Γ, ϕ(c1) | ∆, 〉, L2 = {c ′, c ′′, c1, }

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ, ϕ(c1), | ∆, χ(c2) 〉
L3 = {c ′, c ′′, c1, c2}

T4 = 〈Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2), 〉
L4 = {c ′, c ′′, c1, c2}

и. т. д.
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3). С каждой таблицей T ассоциирован список

использованных констант LT . Вначале в этот список
включаются все константы, содержащиеся в таблице T0.
В случае применения правил (L∃) и (R∀) в список
порожденной таблицы добавляется «свежая константа».
В остальных случаях список наследуется без изменений.

T0 = 〈 ∃xϕ(x), ψ1 → ψ2, Γ | ∀yχ(y),∆ 〉, L0 = {c ′, c ′′}

?
(L∃)

T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∀yχ(y),∆ 〉, L1 = {c ′, c ′′, c1}

?
T2 = 〈 , Γ, ϕ(c1) | ∆, 〉, L2 = {c ′, c ′′, c1, }

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ, ϕ(c1), | ∆, χ(c2) 〉
L3 = {c ′, c ′′, c1, c2}

T4 = 〈Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2), 〉
L4 = {c ′, c ′′, c1, c2}

и. т. д.
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3). С каждой таблицей T ассоциирован список

использованных констант LT . Вначале в этот список
включаются все константы, содержащиеся в таблице T0.
В случае применения правил (L∃) и (R∀) в список
порожденной таблицы добавляется «свежая константа».
В остальных случаях список наследуется без изменений.

T0 = 〈 ∃xϕ(x), ψ1 → ψ2, Γ | ∀yχ(y),∆ 〉, L0 = {c ′, c ′′}

?
(L∃)

T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∀yχ(y),∆ 〉, L1 = {c ′, c ′′, c1}

?
(R∀)

T2 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2) 〉, L2 = {c ′, c ′′, c1, c2}

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ, ϕ(c1), | ∆, χ(c2) 〉
L3 = {c ′, c ′′, c1, c2}

T4 = 〈Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2), 〉
L4 = {c ′, c ′′, c1, c2}

и. т. д.
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3). С каждой таблицей T ассоциирован список

использованных констант LT . Вначале в этот список
включаются все константы, содержащиеся в таблице T0.
В случае применения правил (L∃) и (R∀) в список
порожденной таблицы добавляется «свежая константа».
В остальных случаях список наследуется без изменений.

T0 = 〈 ∃xϕ(x), ψ1 → ψ2, Γ | ∀yχ(y),∆ 〉, L0 = {c ′, c ′′}

?
(L∃)

T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∀yχ(y),∆ 〉, L1 = {c ′, c ′′, c1}

?
(R∀)

T2 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2) 〉, L2 = {c ′, c ′′, c1, c2}

�����)

PPPPPq

T3 = 〈 Γ, ϕ(c1), | ∆, χ(c2) 〉
L3 = {c ′, c ′′, c1, c2}

T4 = 〈Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2), 〉
L4 = {c ′, c ′′, c1, c2}

и. т. д.
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3). С каждой таблицей T ассоциирован список

использованных констант LT . Вначале в этот список
включаются все константы, содержащиеся в таблице T0.
В случае применения правил (L∃) и (R∀) в список
порожденной таблицы добавляется «свежая константа».
В остальных случаях список наследуется без изменений.

T0 = 〈 ∃xϕ(x), ψ1 → ψ2, Γ | ∀yχ(y),∆ 〉, L0 = {c ′, c ′′}

?
(L∃)

T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∀yχ(y),∆ 〉, L1 = {c ′, c ′′, c1}

?
(R∀)

T2 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2) 〉, L2 = {c ′, c ′′, c1, c2}
�����)

PPPPPq
(L →)

T3 = 〈 Γ, ϕ(c1), ψ2 | ∆, χ(c2) 〉
L3 = {c ′, c ′′, c1, c2}

T4 = 〈Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2), ψ1 〉
L4 = {c ′, c ′′, c1, c2}

и. т. д.
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3). С каждой таблицей T ассоциирован список

использованных констант LT . Вначале в этот список
включаются все константы, содержащиеся в таблице T0.
В случае применения правил (L∃) и (R∀) в список
порожденной таблицы добавляется «свежая константа».
В остальных случаях список наследуется без изменений.

T0 = 〈 ∃xϕ(x), ψ1 → ψ2, Γ | ∀yχ(y),∆ 〉, L0 = {c ′, c ′′}

?
(L∃)

T1 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∀yχ(y),∆ 〉, L1 = {c ′, c ′′, c1}

?
(R∀)

T2 = 〈 ψ1 → ψ2, Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2) 〉, L2 = {c ′, c ′′, c1, c2}
�����)

PPPPPq
(L →)

T3 = 〈 Γ, ϕ(c1), ψ2 | ∆, χ(c2) 〉
L3 = {c ′, c ′′, c1, c2}

T4 = 〈Γ, ϕ(c1) | ∆, χ(c2), ψ1 〉
L4 = {c ′, c ′′, c1, c2}

и. т. д.



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА
4). В случае применения к таблице T правил (L∀) и (R∃) в

качестве подстановочных термов используются все
константы из списка LT .

T0 = 〈 , Γ | ∃yχ(y),∆ 〉, L0 = {c1, c2}

?
T1 = 〈 Γ, | ,∆ 〉, L1 = {c1, c2}

?
T2 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∆, 〉,

L2 = {c1, c2}

и. т. д.
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4). В случае применения к таблице T правил (L∀) и (R∃) в

качестве подстановочных термов используются все
константы из списка LT .

T0 = 〈 ∀xϕ(x), Γ | ∃yχ(y),∆ 〉, L0 = {c1, c2}

?
T1 = 〈 Γ, | ,∆ 〉, L1 = {c1, c2}

?
T2 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∆, 〉,

L2 = {c1, c2}

и. т. д.
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4). В случае применения к таблице T правил (L∀) и (R∃) в

качестве подстановочных термов используются все
константы из списка LT .

T0 = 〈 ∀xϕ(x), Γ | ∃yχ(y),∆ 〉, L0 = {c1, c2}

?
T1 = 〈 Γ, | ,∆ 〉, L1 = {c1, c2}

?
T2 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∆, 〉,

L2 = {c1, c2}

и. т. д.
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4). В случае применения к таблице T правил (L∀) и (R∃) в

качестве подстановочных термов используются все
константы из списка LT .

T0 = 〈 ∀xϕ(x), Γ | ∃yχ(y),∆ 〉, L0 = {c1, c2}

?
(L∀)

T1 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∃yχ(y),∆ 〉, L1 = {c1, c2}

?
T2 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∆, 〉,

L2 = {c1, c2}

и. т. д.
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4). В случае применения к таблице T правил (L∀) и (R∃) в

качестве подстановочных термов используются все
константы из списка LT .

T0 = 〈 ∀xϕ(x), Γ | ∃yχ(y),∆ 〉, L0 = {c1, c2}

?
(L∀)

T1 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∃yχ(y),∆ 〉, L1 = {c1, c2}

?
T2 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∆, 〉,

L2 = {c1, c2}

и. т. д.
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4). В случае применения к таблице T правил (L∀) и (R∃) в

качестве подстановочных термов используются все
константы из списка LT .

T0 = 〈 ∀xϕ(x), Γ | ∃yχ(y),∆ 〉, L0 = {c1, c2}

?
(L∀)

T1 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∃yχ(y),∆ 〉, L1 = {c1, c2}

?
(R∃)

T2 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∆,∃xχ(x), χ(c1), χ(c2) 〉,

L2 = {c1, c2}

и. т. д.
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4). В случае применения к таблице T правил (L∀) и (R∃) в

качестве подстановочных термов используются все
константы из списка LT .

T0 = 〈 ∀xϕ(x), Γ | ∃yχ(y),∆ 〉, L0 = {c1, c2}

?
(L∀)

T1 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∃yχ(y),∆ 〉, L1 = {c1, c2}

?
(R∃)

T2 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∆,∃xχ(x), χ(c1), χ(c2) 〉,

L2 = {c1, c2}

и. т. д.
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4). В случае применения к таблице T правил (L∀) и (R∃) в

качестве подстановочных термов используются все
константы из списка LT .

T0 = 〈 ∀xϕ(x), Γ | ∃yχ(y),∆ 〉, L0 = {c1, c2}

?
(L∀)

T1 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∃yχ(y),∆ 〉, L1 = {c1, c2}

?
(R∃)

T2 = 〈 Γ,∀xϕ(x), ϕ(c1), ϕ(c2) | ∆,∃xχ(x), χ(c1), χ(c2) 〉,

L2 = {c1, c2}

и. т. д.
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Предположим, что указанная стратегия не приводит к
построению успешного вывода для невыполнимой таблицы
T0 = 〈 Γ0 | ∆0 〉. Тогда в дереве вывода либо существует
бесконечная ветвь, не содержащая закрытых таблиц

T0 −→ T1 −→ T2 −→ . . . −→ Tn −→ Tn+1 −→ . . .

либо существует ветвь, оканчивающаяся незакрытой атомарной
таблицей

T0 −→ T1 −→ T2 −→ . . . −→ Tatom −→ Tatom −→ Tatom −→ . . .

Будем полагать, что в последнем случае последовательность
таблиц также бесконечна.
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На основе бесконечной последовательности незакрытых таблиц
T0,T1, . . . ,Tn,Tn+1, . . . , каждая из которых имеет вид
Tn = 〈 Γn | ∆n 〉 построим три множества:

1). Γω =
∞⋃
i=0

Γi множество всех формул из левых частей
таблиц,

2). ∆ω =
∞⋃
i=0

∆i множество всех формул из правых частей
таблиц,

3). Lω =
∞⋃
i=0

LTi
множество всех констант из списков кон-
стант, ассоциированных с таблицами из
бесконечной ветви.

Используя множества Γω, ∆ω, Lω, построим интерпретацию Iω,
в которой будет выполняться каждая таблица
последовательности.
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Iω = 〈DI ,Const,Pred〉

DI = Lω

предметная область состоит из всех константных символов,
входящих в состав формул из Γω и ∆ω,

Const : Const → Lω

значением c каждой константы c (как символа из алфавита)
является ее собственное изображение c ( как элемент
множества Lω), т. е. c = c ,

Pred : Pred → (Lω
n → {true, false})

для каждого предикатного символа P(n) и набора элементов
ci1 , . . . , cin из Lω

P(ci1 , . . . , cin) = true ⇐⇒ P(ci1 , . . . , cin) ∈ Γω.

avasilenko
Примечание
Здесь интерпретация из элементов самого языка (т.е. не числа, не ещё что-то - а картинка,  изображение константы)

avasilenko
Примечание
если отношение нигде в Г не появлялось, то тогда false (а не тогда, когда учитывается дельта)
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Покажем, что

любая формула ϕ, ϕ ∈ Γω, выполнима в интерпретации Iω,

любая формула ψ, ψ ∈ ∆ω, невыполнима в интерпретации Iω.

Доказательство проведем при помощи индукции по числу
логических операций (связок и кванторов) в формуле.
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Базис индукции

ϕ,ψ — атомарные формулы.

Во всех таблицах Ti содержатся только замкнутые формулы
(почему ? ).
Поэтому формулы ϕ,ψ имеют вид P(ci1 , . . . , cin).

Если ϕ ∈ Γω, то P(ci1 , . . . , cin) = true, и поэтому Iω |= ϕ.

Если ψ ∈ ∆ω, то ψ 6∈ Γω (почему ? ).
Значит, P(ci1 , . . . , cin) = false, и поэтому Iω 6|= ψ.

avasilenko
Примечание
ибо атамарные формулы не выпадают из таблицы

avasilenko
Примечание
по допущению в начале доказательства
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Индуктивный переход

Предположим, что утверждение верно для всех формул,
имеющих не более n связок и кванторов. Рассмотрим формулы
ϕ,ψ, содержащие n + 1 связку и квантор.

Если ϕ = ϕ1 → ϕ2 ∈ Γω, то есть такая таблица Ti = 〈Γi |∆i 〉,
что ϕ1 → ϕ2 ∈ Γi .
Согласно описанию применяемой стратегии построения
табличного вывода, существует такая таблица Tj = 〈Γj |∆j〉,
j ≥ i , что ϕ1 → ϕ2 — первая формула в списке формул Γj .
Поэтому либо ϕ1 ∈ ∆j+1, либо ϕ2 ∈ Γj+1.

В первом случае, согласно индуктивному предполжению,
Iω 6|= ϕ1, и поэтому Iω |= ϕ.

Во втором случае, согласно индуктивному предполжению,
Iω |= ϕ2, и поэтому Iω |= ϕ.

Итак, в обоих случаях получаем Iω |= ϕ1 → ϕ2 .

avasilenko
Примечание
по факту мы индуктивно доказываем, что в нашей интерпретации все формулы из таблицы соответственно true или false



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА

Индуктивный переход

Аналогичные рассуждения применимы и для других связок.



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА

Индуктивный переход

Если ϕ = ∀xϕ1(x) ∈ Γω, то формула ∀xϕ1(x) бесконечно часто
встречается в левых частях таблиц Ti = 〈Γi |∆i 〉 (почему ? ).
Поэтому правило (L∀) применяется к формуле ∀xϕ1(x)
бесконечно часто.
Тогда, согласно описанию применяемой стратегии построения
табличного вывода, для любой константы c , c ∈ Lω,
существует такая таблица Tj = 〈Γj |∆j〉, что ϕ1(c) ∈ Γj .

Значит, согласно индуктивному предполжению, Iω |= ϕ1(c) для
любой константы c , c ∈ Lω.

Так как DI = Lω, приходим к заключению о том, что
Iω |= ∀xϕ1(x).



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА

Индуктивный переход

Если ϕ = ∀xϕ1(x) ∈ ∆ω, то есть такая таблица Ti = 〈Γi |∆i 〉,
что ∀xϕ1(x) ∈ ∆i .
Согласно описанию применяемой стратегии построения
табличного вывода, существует такая таблица Tj = 〈Γj |∆j〉,
j ≥ i , что ∀xϕ1(x) — первая формула в списке формул ∆j .
Поэтому существует такая константа c , c ∈ Lω, что
ϕ1(c) ∈ ∆j+1.

Согласно индуктивному предполжению, это означает, что
Iω 6|= ϕ1(c), и поэтому Iω 6|= ∀xϕ1(x).

Аналогичные рассуждения применимы и для формул с
квантором ∃.



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА
Таким образом,

любая формула ϕ, ϕ ∈ Γω, выполнима в интерпретации Iω,

любая формула ψ, ψ ∈ ∆ω, невыполнима в интерпретации Iω.

Поскольку, Γ0 ⊆ Γω и ∆0 ⊆ ∆ω, приходим к заключению о том,
что

Iω |= Γ0, Iω 6|= ∆0.

Это означает, что таблица T0 выполнима в интерпретации Iω
вопреки условию о невыполнимости T0.

Источник полученного противоречия — предположение о
невозможности построить успешный вывод, руководствуясь
описанной стратегией. Значит, предложенная стратегия
позволяет построить успешный вывод для всякой
невыполнимой таблицы.

�



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА
Это было упрощенное доказательство теоремы полноты.
А насколько существенны те упрощения, которые были
объявлены в начале доказательства? А именно,

I Какие изменения нужно внести в структуру данных,
представляющих таблицы, чтобы доказательство можно
было распространить и на таблицы, содержащие
бесконечные множества формул?

I Какие изменения нужно внести в стратегию построения
табличного вывода, чтобы построить успешный вывод для
невыполнимой таблицы, формулы которой содержат
сложные термы?

I Какие изменения нужно внести в определение
интерпретации Iω, чтобы доказательство можно было
применить к таблицам, содержащим незамкнутые
формулы?

avasilenko
Примечание
как на первом курсе доказывали счётность счётного числа счётных множеств

так и тут делаем всё так же



ПОЛНОТА ТАБЛИЧНОГО ВЫВОДА

Теорема Геделя (о полноте)

Если формула ϕ общезначима, то существует успешный
табличный вывод для таблицу Tϕ = 〈∅|ϕ〉.

Доказательство

Следует из теоремы полноты.

Итак, формула ϕ общезначима
⇐⇒

для таблицы Tϕ существует успешный вывод.

И в доказательстве теоремы полноты показано, как построить
этот вывод.



ТЕОРЕМА ЛЕВЕНГЕЙМА-СКОЛЕМА
Теорема

Формула ϕ выполнима ⇐⇒ ϕ имеет модель с
конечной или счетно-бесконечной предметной областью.

Доказательство

Если ϕ выполнима, то для таблицы T ∗
ϕ = 〈ϕ|∅〉 нельзя

построить успешный вывод. Применим стратегию из
доказательства теоремы полноты. Т. к. T ∗

ϕ выполнима,
получим дерево с ветвью, в которой нет закрытых таблиц.

T ∗
ϕ = T0 −→ T1 −→ T2 −→ . . . −→ Tn −→ Tn+1 −→ . . .

Для этой ветви построим интерпретацию Iω , в которой
I Di = Lω = {c1, c2, . . . } — конечное или счетно-бесконечное

множество констант из таблиц последовательности;
I выполнимы все таблицы Ti (в т.ч. и T ∗

ϕ).
�



ТЕОРЕМА КОМПАКТНОСТИ МАЛЬЦЕВА
Теорема
Γ |= ϕ ⇐⇒ существует такое конечное подмно-

жество Γ′, Γ′ ⊆ Γ, что Γ′ |= ϕ.

Доказательство

1. Γ |= ϕ ⇐⇒ таблица T = 〈Γ|ϕ〉 невыполнима (почему? )
2. Таблица T = 〈Γ|ϕ〉 невыполнима ⇐⇒ cуществует

успешный вывод для T (почему? )
3. успешный вывод — это конечное дерево, и поэтому

существует лишь конечое множество формул Γ′, Γ′ ⊆ Γ,
к которым применяются правила вывода.

4. Но тогда для таблицы T = 〈Γ′|ϕ〉 cуществует точно такой
же успешный вывод.

5. Значит, Γ′ |= ϕ.

�



АВТОМАТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ТЕОРЕМ

Стратегия построения табличного вывода, использованная в
доказательстве теоремы полноты — это алгоритм построения
доказательства истинности утверждений, выраженных
формулами логики предикатов.
Автоматические системы построения доказательств
(логических выводов) называются пруверами . От пруверов
требуются следующие качества:

I корректность (абсолютно необходимо)
I полнота (очень-очень желательно)
I эффективность (желательно)

Первый прувер (крайне неэффективный) был разработан в
1957 в США (Newell, Simon, Show)



АВТОМАТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ТЕОРЕМ
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АВТОМАТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ТЕОРЕМ

Наш прувер (табличный вывод) корректен и полон. Но
насколько он эффективен?

В алгоритме построения дерева табличного вывода
применяется двойной переборный поиск:

I выбор формулы , к которой нужно применить правило
ввода,

I выбор правила , которое нужно применять к формуле.



АВТОМАТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ТЕОРЕМ

Выбор формулы

Трудно избежать перебора всех формул таблицы.

База знаний Запрос
В огороде бузина. В Киеве дядька.
Растет(бузина, огород) ∃y(Дядька(y)&

Живет(y ,Киев))

Все в огороде посадил дядька.

∀x(Растет(x , огород) →
∃y(Посадил(y , x)&Дядька(y)));

Бузину посадил киевлянин.

∀x(Посадил(x , бузина) →
Живет(x ,Киев));



АВТОМАТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ТЕОРЕМ

Выбор формулы

Трудно избежать перебора всех формул таблицы.

База знаний Запрос
В огороде бузина. В Киеве дядька.
Растет(бузина, огород) ∃y(Дядька(y)&

Живет(y ,Киев))

Все в огороде посадил дядька.

∀x(Растет(x , огород) →
∃y(Посадил(y , x)&Дядька(y)));

Бузину посадил киевлянин.

∀x(Посадил(x , бузина) →
Живет(x ,Киев));



АВТОМАТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ТЕОРЕМ

Выбор формулы

Трудно избежать перебора всех формул таблицы.

База знаний Запрос
В огороде бузина. В Киеве дядька.
Растет(бузина, огород) ∃y(Дядька(y)&

Живет(y ,Киев))

Все в огороде посадил дядька.

∀x(Растет(x , огород) →
∃y(Посадил(y , x)&Дядька(y)));

Бузину посадил киевлянин.

∀x(Посадил(x , бузина) →
Живет(x ,Киев));



АВТОМАТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ТЕОРЕМ

Наиболее критичный этап потроения табличного вывода —
выбор нужного правила. Это касается правил (L∀) и (R∃).

L∀ 〈Γ,∀xϕ(x)|∆〉
〈Γ,∀xϕ(x), ϕ(x){x/t}|∆〉

R∃ 〈Γ|∆,∃xϕ(x)〉
〈Γ|∆,∃xϕ(x), ϕ(x){x/t}〉

поскольку выбор терма t правилами не оговаривается. Простой
перебор всех термов практически невозможен. (почему ? )



АВТОМАТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ТЕОРЕМ

Потому что термов очень-очень много. Если есть один
двухместный функциональный символ f (2) и две константы
c1, c2, то с их помощью можно построить более 101000 основных
термов высоты 10. Это количество значительно превосходит
число наносекунд, прошедших с момента Большого Взрыва.
Значит, нужно придумать способ, позволяющий быстро и точно
вычислять тот терм, который нужно подставлять вместо
переменных, связанных кванторами.
Эту задачу в 1964 г. сумели решить Дж. Робинсон (метод
резолюций) и С. Маслов (обратный метод ε-термов).



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 5.
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Ëåêöèÿ 6.

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà ðåçîëþöèé.

Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû.

Òåîðåìà î ðàâíîñèëüíîé çàìåíå.

Ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

Ñêîëåìîâñêàÿ ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà.

Ñèñòåìû äèçúþíêòîâ.



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Çàäà÷à ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

|= ϕ ?

Ýòàï 1. Ñâåäåíèå ïðîáëåìû îáùåçíà÷èìîñòè ê ïðîáëåìå

ïðîòèâîðå÷èâîñòè.

ϕ  ϕ0 = ¬ϕ

ϕ îáùåçíà÷èìà ⇐⇒ ϕ0 ïðîòèâîðå÷èâà.

Ýòàï 2. Ïîñòðîåíèå ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ÏÍÔ).

ϕ0  ϕ1 = Q1x1Q2x2 . . .Qnxn (D1&D2& . . .&DN)

ϕ0 ðàâíîñèëüíà ϕ1, ò. å. I |= ϕ0 ⇔ I |= ϕ1.



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ýòàï 3. Ïîñòðîåíèå ñêîëåìîâñêîé ñòàíäàðòíîé ôîðìû (ÑÑÔ).

ϕ1  ϕ2 = ∀xi1∀xi2 . . . ∀xik (D1&D2& . . .&DN)

ϕ1 ïðîòèâîðå÷èâà ⇐⇒ ϕ2 ïðîòèâîðå÷èâà.

Ýòàï 4. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû äèçúþíêòîâ.

ϕ2  Sϕ = {D1, D2, . . . ,DN},

ãäå Di = Li1 ∨ Li2 ∨ · · · ∨ Limi
.

ϕ2 ïðîòèâîðå÷èâà ⇐⇒ ñèñòåìà äèçúþíêòîâ Sϕ ïðîòèâîðå÷èâà.

avasilenko
Примечание
устранение кванторов существования

avasilenko
Примечание
исследовать такую штуку - очень удобно



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ýòàï 5. Ðåçîëþòèâíûé âûâîä òîæäåñòâåííî ëîæíîãî

(ïðîòèâîðå÷èâîãî) äèçúþíêòà � èç ñèñòåìû Sϕ.

Ïðàâèëî ðåçîëþöèè Res :
D1 = D ′

1 ∨ L, D2 = D ′
2 ∨ ¬L

D0 = D ′
1 ∨ D ′

2
.

Äèçúþíêò D0 íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé äèçúþíêòîâ D1 è D2.

Ðåçîëüâåíòû ñòðîÿò, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åí ïóñòîé äèçúþíêò �.
Ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå D1 = L, D2 = ¬L:

D1 = L, D2 = ¬L
D0 = �

Ñèñòåìà äèçúþíêòîâ Sϕ ïðîòèâîðå÷èâà ⇔ èç Sϕ ðåçîëþòèâíî

âûâîäèì ïóñòîé äèçúþíêò �.

ÈÒÎÃ. Ôîðìóëà ϕ îáùåçíà÷èìà ⇔ èç ñèñòåìû äèçúþíêòîâ Sϕ
ðåçîëþòèâíî âûâîäèì ïóñòîé äèçúþíêò �.

avasilenko
Примечание
Таким образом применяя лишь одно правило резолюции, получая всё новые резольвенты, если мы сможем получить пустой резольвент, то это знакчит, что все остальные дизьюнкты были противоречивы (вернее пара диз.юнктов, т.е. исходная система), а значит та формула, которую мы проверяли - является общезначимой



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Èñõîäíàÿ
ôîðìóëà

ϕ

-
Îòðèöàíèå

¬ϕ

?

ÏÍÔ

ϕ1

�
ÑÑÔ

ϕ2

?
Ñèñòåìà

äèçúþíêòîâ
Sϕ

-
Ðåçîëþòèâíûé âûâîä
ïóñòîãî äèçúþíêòà �
èç ñèñòåìû Sϕ



ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëîãè÷åñêóþ ñâÿçêó ýêâèâàëåíöèè ≡.
Âûðàæåíèå ϕ ≡ ψ � ýòî ñîêðàùåííàÿ çàïèñü ôîðìóëû

(ϕ→ ψ)&(ψ → ϕ).

Îïðåäåëåíèå

Ôîðìóëû ϕ è ψ áóäåì íàçûâàòü ðàâíîñèëüíûìè , åñëè

ôîðìóëà ϕ ≡ ψ îáùåçíà÷èìà, ò. å. |= (ϕ→ ψ)&(ψ → ϕ).

Óòâåðæäåíèå.

1. Îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè � ýòî îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè.

2. Åñëè ôîðìóëà ϕ îáùåçíà÷èìà (âûïîëíèìà) è ðàâíîñèëüíà

ψ, òî ôîðìóëà ψ òàêæå îáùåçíà÷èìà (âûïîëíèìà), ò. å.

|= ϕ è |= ϕ ≡ ψ =⇒ |= ψ



ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

Ïðèìåðû ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë

1. Óäàëåíèå èìïëèêàöèè. |= ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ,
2. Ïåðåèìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ.

|= ∀
∃ x ϕ(x) ≡ ∀

∃ y ϕ(y),
çäåñü ôîðìóëà ϕ(x) íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé
ïåðåìåííîé y , à ôîðìóëà ϕ(y) íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ
âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x .

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ.

|= ¬¬ϕ ≡ ϕ,
|= ¬(ϕ&

∨ψ) ≡ ¬ϕ
∨
&¬ψ,

|= ¬∀
∃xϕ ≡

∃
∀ x¬ϕ,



ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

Ïðèìåðû ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ.

|= ∀
∃xϕ(x)&ψ ≡

∀
∃x(ϕ(x)&ψ),

|= ∀
∃xϕ(x) ∨ ψ ≡

∀
∃x(ϕ(x) ∨ ψ),

çäåñü ôîðìóëà ψ íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé

ïåðåìåííîé x ,

5. Çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû.

|= ϕ&
∨ψ ≡ ψ&

∨ϕ,

|= ϕ&
∨ (ψ

&
∨χ) ≡ (ϕ&

∨ψ)
&
∨χ,

|= ϕ&(ψ ∨ χ) ≡ (ϕ&ψ) ∨ (ϕ&χ),
|= ϕ ∨ (ψ&χ) ≡ (ϕ ∨ ψ)&(ϕ ∨ χ),
|= ϕ&

∨ϕ ≡ ϕ,

Äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü ìåòîäîì ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö.



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Çàïèñü ϕ[ψ] îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà ϕ ñîäåðæèò ïîäôîðìóëó ψ.
Çàïèñü ϕ[ψ/χ] îáîçíà÷àåò ôîðìóëó, êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ èç

ôîðìóëû ϕ çàìåíîé íåêîòîðûõ (íå îáÿçàòåëüíî âñåõ)

âõîæäåíèé ïîäôîðìóëû ψ íà ôîðìóëó χ.

Òåîðåìà

|= ψ ≡ χ =⇒ |= ϕ[ψ] ≡ ϕ[ψ/χ]

Äîêàçàòåëüñòâî

Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñâÿçîê è êâàíòîðîâ â ôîðìóëå ϕ

Áàçèñ. ϕ[ψ] = ψ. Î÷åâèäíî.



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. ϕ[ψ] = ∀xϕ1[ψ](x).

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, åñëè |= ψ ≡ χ, òî â ëþáîé
èíòåðïåðòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà d ∈ DI âåðíî

I |= ϕ1[ψ](d)→ ϕ1[ψ/χ](d)
I |= ϕ1[ψ/χ](d)→ ϕ1[ψ](d)

Çíà÷èò,
I |= ∀x(ϕ1[ψ](x)→ ϕ1[ψ/χ](x))
I |= ∀x(ϕ1[ψ/χ](x)→ ϕ1[ψ](x))

Êàê ñëåäóåò èç ïðèìåðà |= ∀x(A→ B)→ (∀xA→ ∀xB)
(ñì. Ëåêöèÿ 3 ),

I |= ∀xϕ1[ψ](x)→ ∀xϕ1[ψ/χ](x))
I |= ∀xϕ1[ψ/χ](x)→ ∀xϕ1[ψ](x))

(Îñòàëüíûå ñëó÷àè ôîðìóëû ϕ � ñàìîñòîÿòåëüíî.)



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)
Ïîñêîëüêó |= ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)
Ïîñêîëüêó |= ¬∀xϕ ≡ ∃x¬ϕ

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)
Ïîñêîëüêó |= ∃x ϕ(x) ≡ ∃y ϕ(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))
Ïîñêîëüêó |= ∃xϕ(x) ∨ ψ ≡ ∃x(ϕ(x) ∨ ψ)

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Îïðåäåëåíèå

Çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé

ôîðìîé (ÏÍÔ) , åñëè

ϕ = Q1x1Q2x2 . . .Qnxn M(x1, x2, . . . , xn),

ãäå

I Q1x1 Q2x2 . . . Qnxn � êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà , ñîcòîÿùàÿ

èç êâàíòîðîâ Q1,Q2, . . . ,Qn,

I M(x1, x2, . . . , xn) � ìàòðèöà � áåñêâàíòîðíàÿ

êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÊÍÔ), ò. å.

M(x1, x2, . . . , xn) = D1 & D2 & . . .& DN ,

ãäå Di = Li1 ∨ Li2 ∨ · · · ∨ Liki � äèçúþíêòû , ñîñòîÿùèå èç

ëèòåð Lij = Aij èëè Lij = ¬Aij , ãäå Aij � àòîìàðíàÿ

ôîðìóëà.



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðèìåð

∀x∃y∃z∀u (P(x) & ¬R(x , u) & (¬P(y) ∨ R(x , z))),

êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà: ∀x∃y∃z∀u

ìàòðèöà: P(x) & ¬R(x , u) & (¬P(y) ∨ R(x , z))

äèçúþíêòû: D1 = P(x),
D2 = ¬R(x , u),
D3 = ¬P(y) ∨ R(x , z)



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Òåîðåìà î ÏÍÔ

Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû ϕ ñóùåñòâóåò

ðàâíîñèëüíàÿ ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Çàìêíóòóþ ôîðìóëó ϕ ìîæíî ïðèâåñòè ê ÏÍÔ ïðèìåíåíèåì

ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîêàæåì, êàê ýòî íàäî äåëàòü

íà ïðèìåðå ôîðìóëû

ϕ = ¬ ∃x( (P(x) & (∀xP(x)→ ∃yR(x , y))) → ∃yR(x , y) )

avasilenko
Примечание
Доказательство будет констурктивным



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

1. Ïåðåèìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåíÿåì ðàâíîñèëüíîñòè |= ∀
∃ x ϕ(x) ≡ ∀

∃ y ϕ(y)

ϕ = ¬ ∃x( (P(x) & (∀xP(x)→ ∃yR(x, y))) → ∃yR(x, y) )

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→ ∃yR(x1, y))) → ∃yR(x1, y) )

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→ ∃y1R(x1, y1))) → ∃y2R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

2. Óäàëåíèå èìïëèêàöèé.

Ïðèìåíÿåì ðàâíîñèëüíîñòü |= ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→∃y1R(x1, y1))) → ∃y2R(x1, y2) )

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2)∨∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

2. Óäàëåíèå èìïëèêàöèé.

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→∃y1R(x1, y1))) → ∃y2R(x1, y2) )

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2)∨∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

2. Óäàëåíèå èìïëèêàöèé.

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→∃y1R(x1, y1))) → ∃y2R(x1, y2) )

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2)∨∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ
Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

Ïðèìåíÿåì ðàâíîñèëüíîñòè

|= ¬¬ϕ ≡ ϕ,
|= ¬(ϕ&

∨ψ) ≡ ¬ϕ
∨
&¬ψ,

|= ¬∀
∃xϕ ≡

∃
∀ x¬ϕ

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ
Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

Ïðèìåíÿåì ðàâíîñèëüíîñòè

|= ∀
∃xϕ(x)&ψ ≡

∀
∃x(ϕ(x)&ψ),

|= ∀
∃xϕ(x) ∨ ψ ≡

∀
∃x(ϕ(x) ∨ ψ),

|= ϕ&
∨ψ ≡ ψ&

∨ϕ.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

5. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

Ïðèìåíÿåì çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû.

ψ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó ψ, êîòîðàÿ

I ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìîé,

I ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé ôîðìóëå ϕ.

�



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

5. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

ψ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó ψ, êîòîðàÿ

I ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìîé,

I ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé ôîðìóëå ϕ.

�

avasilenko
Примечание
Нужно понимать, что к сожалению при генерации даже самой малой тупиковой КНФ, мы можем нарваться на очень большую её длинну, поэтому тут может быть на 5-м шаге сильное увеличение размера формулы,



Плюс в том, что так случилось, что в обычном человеческом языке так случается не часто



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Èñõîäíàÿ
ôîðìóëà

ϕ

-
Îòðèöàíèå

¬ϕ

?

ÏÍÔ

ϕ1

�
ÑÑÔ

ϕ2

?
Ñèñòåìà

äèçúþíêòîâ
Sϕ

-
Ðåçîëþòèâíûé âûâîä
ïóñòîãî äèçúþíêòà �
èç ñèñòåìû Sϕ



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Îïðåäåëåíèå

Ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà âèäà

ϕ = ∀xi1∀xi2 . . . ∀xim M(xi1 , xi2 , . . . , xim),

â êîòîðîé êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ ∃,
íàçûâàåòñÿ ñêîëåìîâñêîé ñòàíäàðòíîé ôîðìîé (ÑÑÔ) .

Ïðèìåðû ÑÑÔ

∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )

R(c1, f (c1, c2)) ∨ P(c2)



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Òåîðåìà î ÑÑÔ

Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû ϕ ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ñêîëåìîâñêàÿ ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà ψ, ÷òî

ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒ ψ âûïîëíèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé îá óäàëåíèè êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ .

avasilenko
Примечание
Но это не значит, что формула равносильна, важна именно выполнимость



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ëåììà îá óäàëåíèè êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ

Ïóñòü ϕ = ∀x1∀x2 . . . ∀xk∃xk+1 ϕ0(x1, x2, . . . , xk , xk+1) �
çàìêíóòàÿ ôîðìóëà, k ≥ 0, è k-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé

ñèìâîë f (k) íå ñîäåðæèòñÿ â ôîðìóëå ϕ.
Òîãäà ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà âûïîëíèìà ôîðìóëà

ψ = ∀x1∀x2 . . . ∀xk ϕ0(x1, x2, . . . , xk , f
(k)(x1, x2, . . . , xk)).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

(⇐ ) Ïóñòü I � ìîäåëü äëÿ ψ.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà d1, d2, . . . , dk ∈ DI èìååò ìåñòî

I |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , f
(k)(d1, d2, . . . , dk)],

ò. å. äëÿ ëþáîãî íàáîðà d1, d2, . . . , dk ∈ DI ñóùåñòâóåò òàêîé

ýëåìåíò dk+1 = f (k)(d1, d2, . . . , dk), ÷òî
I |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , dk+1].
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî I |= ∀x1∀x2 . . . ∀xk∃xk+1ϕ0.

avasilenko
Примечание
фи0 - это вообще любая формула



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îá óäàëåíèè ∃.
(⇒ ) Ïóñòü I � ìîäåëü äëÿ ϕ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà

d1, d2, . . . , dk ∈ DI ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò dk+1 ∈ DI , ÷òî

I |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , dk+1].
Ïóñòü f : Dk

I → DI � ýòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ

äëÿ êàæäîãî íàáîðà d1, d2, . . . , dk ∈ DI òàêîé ýëåìåíò

dk+1 = f(d1, d2, . . . , dk), ÷òî
I |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , dk+1].
Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ I ′, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò I òîëüêî
òåì, ÷òî îöåíêîé ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (k) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ f.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà d1, d2, . . . , dk âåðíî

I ′ |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , f
(k)(d1, d2, . . . , dk)]. (ïî÷åìó? )

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

I ′ |= ∀x1∀x2 . . . ∀xk ϕ0(x1, x2, . . . , xk , f
(k)(x1, x2, . . . , xk)). �

avasilenko
Примечание
заметим, что мы тут рассматриваем именно функцию, а не функциональный символ, которая будет сопоставлять dk+1 ровно тот, который и существует.

avasilenko
Примечание
Потому что в мире I' значение функции f будет f жирное, которое верно в I' и в I' выполняется фи0, и это именно потому что функциональный символ F был инвариантен в I, т.е. формула фи0 не зависит от него, оно - новое



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá ÑÑÔ

Óäàëÿåì ïî î÷åðåäè êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ

ëåììû.

ϕ = ∀x1 . . . ∀xk∃xk+1∀xk+2 . . . ∀xm∃xm+1 . . .
ϕ0(x1, . . . , xk , xk+1, xk+2 . . . xm, xm+1, . . . )

ϕ′ = ∀x1 . . . ∀xk ∀xk+2 . . . ∀xm∃xm+1 . . .
ϕ0(x1, . . . , xk , f (x1, . . . , xk), xk+2 . . . xm, xm+1, . . . )

ϕ′′ = ∀x1 . . . ∀xk ∀xk+2 . . . ∀xm . . .
ϕ0(x1, . . . , xk , f (x1, . . . , xk), xk+2 . . . xm, g(x1, . . . , xk , xk+2, . . . , xm), . . . )

è. ò. ä.

Ïðè ýòîì âûïîëíèìîñòü ôîðìóë ñîõðàíÿåòñÿ. �



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðèìåð

ϕ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′ = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P() ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′′ = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )

ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒ ϕ′′ âûïîëíèìà.



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðèìåð

ϕ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′ = ∀x1∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′′ = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )

ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒ ϕ′′ âûïîëíèìà.



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðèìåð

ϕ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′ = ∀x1∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′′ = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )

ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒ ϕ′′ âûïîëíèìà.



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Òåðì f (k)(x1, . . . , xk), êîòîðûé ïîäñòàâëÿåòñÿ âìåñòî óäàëÿåìîé

ïåðåìåííîé xk+1, ñâÿçàííîé êâàíòîðîì ∃, íàçûâàåòñÿ
ñêîëåìîâñêèì òåðìîì .

Åñëè k = 0, òî òåðì íàçûâàåòñÿ ñêîëåìîâñêîé êîíñòàíòîé .

Ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ êâàíòîðîâ ∃ íàçûâàåòñÿ ñêîëåìèçàöèåé .



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Èñõîäíàÿ
ôîðìóëà

ϕ

-
Îòðèöàíèå

¬ϕ

?

ÏÍÔ

ϕ1

�
ÑÑÔ

ϕ2

?
Ñèñòåìà

äèçúþíêòîâ
Sϕ

-
Ðåçîëþòèâíûé âûâîä
ïóñòîãî äèçúþíêòà �
èç ñèñòåìû Sϕ



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ

Óòâåðæäåíèå

|= ∀x(ϕ&ψ) ≡ ∀xϕ&∀xψ

Èíà÷å ãîâîðÿ, êâàíòîðû ∀ ìîæíî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòü ïî
ñîìíîæèòåëÿì (äèçúþíêòàì) ÊÍÔ.

Òåîðåìà

Ñêîëåìîâñêàÿ ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà

ϕ = ∀x1∀x2 . . . ∀xm (D1 & D2 & . . .& DN)

íåâûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ôîðìóë

Sϕ = {∀x1∀x2 . . . ∀xmD1, ∀x1∀x2 . . . ∀xmD2, . . . ,∀x1∀x2 . . . ∀xmDN}

íå èìååò ìîäåëè.



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ

Êàæäàÿ ôîðìóëà ìíîæåñòâà Sϕ èìååò âèä

∀x1∀x2 . . . ∀xm(L1 ∨ L2 ∨ · · · ∨ Lk)

è íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòîì .

Â äàëüíåéøåì (ïî óìîë÷àíèþ) áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå

ïåðåìåííûå äèçúþíêòà ñâÿçàíû êâàíòîðàìè ∀, è êâàíòîðíóþ

ïðèñòàâêó âûïèñûâàòü íå áóäåì.

Êàæäûé äèçúþíêò ñîñòîèò èç ëèòåð L1, L2, . . . , Lk .
Ëèòåðà � ýòî ëèáî àòîì, ëèáî îòðèöàíèå àòîìà.

Îñîáî âûäåëåí äèçúþíêò, â êîòîðîì íåò íè îäíîé ëèòåðû.

Òàêîé äèçúþíêò íàçûâàåòñÿ ïóñòûì äèçúþíêòîì è

îáîçíà÷àåòñÿ �. Ïóñòîé äèçúþíêò � òîæäåñòâåííî ëîæåí

(ïî÷åìó? ).

Ïîòîìó ÷òî |= L1 ∨ · · · ∨ Lk ≡ L1 ∨ · · · ∨ Lk ∨ false, è ïîýòîìó

ïðè k = 0 èìååì |= � ≡ false.

avasilenko
Примечание
Пусть пустой дизьюнкт является формулой, и он будет считаться ложью, потому что любая дизьюнкция может быть представленна как дизьюнкция + дизьюнкция с ложью, а потому лжи можно всегда добавлять любое количество, 

потом можно представть, что  все старые дизьюнкты отбросились, остался только пустой дизьюнкт и false

к тому же пустой дизьюнкт можно всегда представить в виде заведомо ложной дизьюнкции, и потому выбрали именно false для тождественно ложного дизьюнкта, (в частности пустого дизьюнкта)



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ

Ñèñòåìó äèçúþíêòîâ, íå èìåþùóþ ìîäåëåé, áóäåì íàçûâàòü

íåâûïîëíèìîé , èëè ïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìîé äèçúþíêòîâ.

Çàäà÷à ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

|= ϕ ?

ϕ îáùåçíà÷èìà ⇐⇒ ϕ0 = ¬ϕ íåâûïîëíèìà.

ϕ0 íåâûïîëíèìà ⇐⇒ ÏÍÔ ϕ1 íåâûïîëíèìà.

ϕ1 íåâûïîëíèìà ⇐⇒ ÑÑÔ ϕ2 íåâûïîëíèìà.

ϕ2 íåâûïîëíèìà ⇐⇒ ñèñòåìà äèçúþíêòîâ Sϕ íåâûïîëíèìà.

Èòàê, ïðîâåðêà îáùåçíà÷èìîñòè |= ϕ ? ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå

ïðîòèâîðå÷èâîñòè ñèñòåìû äèçúþíêòîâ Sϕ.

avasilenko
Примечание
В системе дизьюнктов есть только дизъюнкция и отрицание, что очень приятно, однако смысл формулы фи будет утерян с человеческой точки зрения, в то время как компьютеру очень хорошо



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ: ÏÐÈÌÅÐ

Èñõîäíàÿ ôîðìóëà:

ϕ = ∃x( (P(x) & (∀xP(x)→ ∃yR(x , y))) → ∃yR(x , y) )

Åå îòðèöàíèå:

ϕ0 = ¬ ∃x( (P(x) & (∀xP(x)→ ∃yR(x , y))) → ∃yR(x , y) )

Ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà äëÿ ϕ0:

ϕ1 = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

Ñêîëåìîâñêàÿ ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà:

ϕ2 = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ: ÏÐÈÌÅÐ

Ñèñòåìà äèçúþíêòîâ:

Sϕ = {
D1 = P(x1),
D2 = ¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1)),
D3 = ¬R(x1, y2)

}

Çàäà÷à:

êàê ïðîâåðèòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü

ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû

äèçúþíêòîâ?



ÊÎÍÅÖ ËÅÊÖÈÈ 6.
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Лекция 7.

Эрбрановские интерпретации.
Теорема Эрбрана.

Задача унификации.



ОБЩАЯ СХЕМА МЕТОДА РЕЗОЛЮЦИЙ

Исходная
формула

ϕ

-
Отрицание

¬ϕ

?

ПНФ
ϕ1

�
ССФ
ϕ2

?
Система

дизъюнктов
Sϕ

-
Резолютивный вывод
пустого дизъюнкта �
из системы Sϕ



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Проверка общезначимости формулы ϕ сводится к проверке
противоречивости системы дизъюнктов Sϕ.
Этап 1. Сведение проблемы общезначимости к проблеме
противоречивости: ϕ  ϕ0 = ¬ϕ

Этап 2. Построение предваренной нормальной формы (ПНФ).

ϕ0  ϕ1 = Q1x1Q2x2 . . .Qnxn (D1&D2& . . .&DN)

Этап 3. Построение сколемовской стандартной формы (ССФ).

ϕ1  ϕ2 = ∀xi1∀xi2 . . .∀xik (D1&D2& . . .&DN)

Этап 4. Построение системы дизъюнктов.

ϕ2  Sϕ = {D1, D2, . . . ,DN},

ϕ общезначимая ⇐⇒ система дизъюнктов Sϕ противоречива.



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Система дизъюнктов S = {D1, D2, . . . ,DN} противоречива
тогда и только тогда, когда

для каждой интерпретации I

в системе S найдется такой дизъюнкт

Di = ∀x1 . . .∀xn (L1i ∨ L2i ∨ · · · ∨ Lki i )

и в предметной области DI найдется такой набор элементов

d1, . . . , dn,

для которых имеют место

I 6|= L1i [d1, . . . , dn], I 6|= L2i [d1, . . . , dn], . . . , I 6|= Lki i [d1, . . . , dn].

А можно ли сократить множество рассматриваемых
интерпретаций?



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Эрбрановские интерпретаций (H-интерпретации, названные так
по имени французского метематика Herbrand ) — это
специальная разновидность интерпретаций, в основе которых
лежат свободные алгебры.
Предметная область эрбрановских интерпретаций называется
эрбрановским универсумом (H-универсумом).

Определение H-универсума

Пусть задана некоторая сигнатура σ = 〈Const,Func ,Pred〉.
Тогда эрбрановским универсумом σ называется множество

термов Hσ =
∞⋃
i=0

Hi , где

i = 0 H0 =

{
Const, если Const 6= ∅,
{c}, если Const = ∅ (эрбрановская константа );

i → i + 1 Hi+1 = Hi ∪ {f (k)(t1, . . . , tk) : f (k) ∈ Func , t1, . . . , tk ∈ Hi}.



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Эрбрановский универсум — это множество всех термов,
которые можно построить из констант и функциональных
символов заданной сигнатуры. Термы эрбрановского
универсума не содержат переменных и называются основными
термами .

Пример

Пусть Const = ∅, Func = {f (1), g (2)}. Тогда

i = 0 H0 = {c} (эрбрановская константа, т.к. Const = ∅);
i = 1 H1 = {c , f (c), g(c , c)};
i = 2 H2 = {c , f (c), g(c , c),

f (f (c)), f (g(c , c)), g(f (c), c), g(c , f (c)),
g(f (c), f (c)), g(c , g(c , c)), g(g(c , c), c),
g(g(c , c), g(c , c)), g(f (c), g(c , c)), g(g(c , c), f (c))};

i = 3 и. т. д.



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ
Определение H-интерпретации

Эрбрановская интерпретация IH = 〈Hσ,ConstH ,FuncH ,Pred〉
сигнатуры σ = 〈Const,Func ,Pred〉 состоит из

I стандартной предметной области — эрбрановского
универсума Hσ;

I стандартной оценки констант: ConstH(c) = c ,
т. е. значением каждого константного символа c
является его собственное изображение;

I стандартной оценки функциональных символов:
FuncH(f (n)) = f : f(t1, t2, . . . , tn) = f (n)(t1, t2, . . . , tn),
т. е. каждый функциональный символ f играет роль
конструктора термов эрбрановского универсума;

I произвольной оценки предикатных символов.

Таким образом, разные H-интерпретации отличаются только
истолкованием предикатных символов.



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Преимущества эрбрановских интерпретаций.

I Не нужно заботиться о выборе области интерпретации — у
всех H-интерпретаций одна и та же предметная область —
H-универсум.

I Не нужно заботиться об оценке функциональных символов
— у всех H-интерпретаций одна и та же стандартная
оценка Const и Func .

I И, как будет показано, для проверки противоречивости
систем дизъюнктов достаточно ограничиться
рассмотрением H-интерпретаций.



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ
Теорема о H-интерпретациях

Система дизъюнктов S выполнима тогда и только тогда, когда
S имеет эрбрановскую модель, т.е. выполнима хотя бы в одной
H-интерпретации.

Доказательство

(⇐) Очевидно.
(⇒) Пусть S = {D1, . . . ,DN}, и I = 〈DI ,Const I ,Func I ,Pred I 〉

— некоторая модель для S , т. е. для любого дизъюнкта
Di = ∀x1 . . .∀xn (L1i ∨ L2i ∨ · · · ∨ Lki i ) из S и для любого
набора элементов d1, . . . , dn из DI имеет место

I |= (L1i ∨ L2i ∨ · · · ∨ Lki i )[d1, . . . , dn].

Покажем, что существует H-интерпретация JH , в которой
выполняется каждый дизъюнкт Di из S .



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ
Доказательство

Пусть σ — сигнатура системы дизъюнктов S . Рассмотрим
эрбрановский универсум Hσ и отображение

α : Hσ → DI ,

которое каждому основному терму t ∈ Hσ сопоставляет
элемент α(t) = dt ∈ DI , равный значению терма t в
интерпретации I .

Оценку PredH предикатных символов в H-интерпретации J
определим так:
для любого предикатного символа P и любого набора основных
термов t1, . . . , tm ∈ Hσ положим

PH(t1, . . . , tm) = true ⇐⇒ P I (α(t1), . . . , α(tm)) = true.

Эта оценка однозначно определяет H-интерпретацию JH



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Доказательство

Тогда для любого функционального символа f , предикатного
символа P и любого набора основных термов t1, . . . , tm ∈ Hσ

верно
α(f (t1, . . . , tm)) = f I (α(t1), . . . , α(tm)),

JH |= P[t1, . . . , tm] ⇐⇒ I |= P[α(t1), . . . , α(tm)]

Отображение α — это гомоморфизм интерпретации JH в
интерпретацию I .

Значит, для любого дизъюнкта D ′ = ∀x1 . . .∀xm (L1 ∨ · · · ∨ Lk)
и любого набора основных термов t1, . . . , tm ∈ Hσ верно

JH |= (L1 ∨ · · · ∨ Lk)[t1, . . . , tm]
⇐⇒

I |= (L1 ∨ · · · ∨ Lk)[α(t1), . . . , α(tm)]



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Доказательство

Итак, для любого дизъюнкта
Di = ∀x1 . . .∀xn (L1i ∨ L2i ∨ · · · ∨ Lki i ) из S и любого набора
основных термов t1, . . . , tn ∈ Hσ имеем

JH |= (L1i ∨ L2i ∨ · · · ∨ Lki i )[t1, . . . , tn]
⇐⇒

I |= (L1i ∨ L2i ∨ · · · ∨ Lki i )[α(t1), . . . , α(tn)].

Поскольку

I |= (L1i ∨ L2i ∨ · · · ∨ Lki i )[α(t1), . . . , α(tn)],

все дизъюнкты из S выполнимы в построенной эрбрановской
интерпретации JH . �



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Следствие

Система дизъюнктов S противоречива тогда и только тогда,
когда S невыполнима ни в одной эрбрановской интерпретации.

Значит, для проверки противоречивости систем дизъюнктов
достаточно исследовать только эрбрановские интерпретации.



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Как задавать H-интерпретации?

Эрбрановские интерпретации полностью определяются оценкой
предикатных символов. Значит, достаточно указать оценку всех
предикатных символов.

Пусть P(m) ∈ Pred , и t1, . . . , tm ∈ Hσ — набор основных термов.
Тогда формула P(m)(t1, . . . , tm) называется основным атомом .
Множество всех основных атомов называется эрбрановским
базисом и обозначается BH .

Всякая H-интерпретация I задается подмножеством B I

истинных основных атомов:

B I = {P(m)(t1, . . . , tm) : I |= P(m)(t1, . . . , tm), {t1, . . . , tm} ⊆ H}.



ЭРБРАНОВСКИЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ
Примеры

I B I = ∅ соответствует интерпретации I , в которой все P
тождественно ложны.

I |= P(m)[t1, . . . , tm] ⇐⇒ P(m)(t1, . . . , tm) ∈ ∅.

I B I = BH соответствует интерпретации I , в которой все P
тождественно истинны.

I Пересечение B I1 ∩ B I2 задает интерпретацию, в которой
истинны те и только те отношения, которые истинны в
обоих интерпретациях I1 и I2.

Значит, это очень удобный способ задания интерпретаций,
позволяющий проводить над ними
теоретико-множественные операции.

В дальнейшем все H-интерпретации мы будем ассоциировать с
подмножествами эрбрановского базиса BH .



ТЕОРЕМА ЭРБРАНА

Вернемся к системам дизъюнктов

Пусть имеется дизъюнкт D = ∀x1 . . .∀xm (L1 ∨ · · · ∨ Lk) и набор
основных термов t1, . . . , tm из эрбрановского универсума Hσ.

Тогда дизъюнкт D ′ = (L1 ∨ · · · ∨ Lk){x1/t1, . . . , xm/tm},
полученный из D подстановкой основных термов t1, . . . , tm
вместо всех переменных дизъюнкта D называется основным
примером дизъюнкта D.

Пример

D = ∀x1∀x2 (¬R(x1, x2) ∨ P(h(x1))) — дизъюнкт,

D ′ = ¬R(g(c ′), c ′′) ∨ P(h(g(c ′))) = D{x1/g(c ′), x2/c ′′} —
основной пример.



ТЕОРЕМА ЭРБРАНА

Система дизъюнктов S = {D1, D2, . . . ,DN} противоречива

⇐⇒

для каждой H-интерпретации I в S найдется такой дизъюнкт
Di = (L1i ∨ L2i ∨ · · · ∨ Lki i ) и такой набор основных термов
t1, . . . , tm, для которых имеют место

I 6|= (L1i ∨ L2i ∨ . . . Lki i )[t1, . . . , tm]

⇐⇒

для каждой H-интерпретации I существует основной пример
D ′ = Di{x1/t1, . . . , xm/tm} дизъюнкта из системы S , для
которого

I 6|= D ′.



ТЕОРЕМА ЭРБРАНА

Рассмотрим множество основных примеров дизъюнктов

GS = {D ′ : D ′ — основной пример дизъюнкта из S ,
существует эрбрановская интерпретация I ⊆ BH :
I 6|= D ′}.

Тогда система дизъюнктов S противоречива

⇐⇒

система основных примеров GS противоречива.



ТЕОРЕМА ЭРБРАНА

Вспомним теорему компактности Мальцева

Множество замкнутых формул T имеет модель тогда и только
тогда, когда каждое конечное подмножество T ′, T ′ ⊆ T ,
имеет модель.

Таким образом, множество основных примеров дизъюнктов GS

противоречиво
⇐⇒

существует конечное противоречивое подмножество G′,
G′ ⊆ GS .

И в результате проведенных рассуждений мы приходим к
Теореме Эрбрана .



ТЕОРЕМА ЭРБРАНА

Теорема Эрбрана

Система дизъюнктов S = {D1, . . . ,DN} противоречива

⇐⇒

существует конечное противоречивое множество G′
основных примеров дизъюнктов системы S.

В чем состоит главная особенность теоремы Эрбрана?

Основной пример дизъюнкта не содержит предметных
переменных, и поэтому является простой булевой формулой

Таким образом проблема общезначимости формул логики
предикатов (сложная проблема!!!) сводится к проблеме
выполнимости булевой формулы (простой проблеме??!!).



ТЕОРЕМА ЭРБРАНА

Маленькое лукавство.

Увы, теорема Эрбрана не сообщает нам ничего о том, КАКИЕ
основные примеры дизъюнктов образуют это противоречивое
множество G′.
Нам нужно придумать механизм поиска этого противоречивого
множества G′.

Дэвис и Патнем предложили использовать компьютер для
перебора всех эрбрановских интерпретаций в поиске
противоречивой системы основных примеров дизъюнктов. Но
Дж. Робинсон поступил хитрее...

Из дизъюнктов системы S нужно устранять потенциальные
противоречия, пока не будут устранены все источники
противоречия или не будет получено неустранимое (явное)
противоречие.



ТЕОРЕМА ЭРБРАНА

Если в системе S содержатся дизъюнкты D1 = L и D2 = ¬L,
то, очевидно, S противоречива (явное противоречие).

А если в S есть дизъюнкты D1 = D ′
1 ∨ L и D2 = D ′

2 ∨ ¬L, то
I |= D1 и I |= D2 влечет I |= D ′

1 ∨ D ′
2. Значит, добавление

дизъюнкта D0 = D ′
1 ∨ D ′

2 к S не нарушает ее выполнимости.
Зато устраняется потенциальное противоречие L и ¬L.

Правило вывода, разрешающее противоречия,

D ′
1 ∨ L, D ′

2 ∨ ¬L

D ′
1 ∨ D ′

2

называется правилом резолюции . Это правило можно
применять до тех пор, пока не возникнет неустранимое
противоречие D1 = L и D2 = ¬L. Это и будет служить
признаком противоречивости системы S .



ТЕОРЕМА ЭРБРАНА

Ну, а если D1 = P(x) и D2 = ¬P(f (y)), то как быть тогда?
Ведь здесь нет явного противоречия.

Противоречие здесь скрытое. Дизъюнкты D1 и D2 имеют
основные примеры

P(f (c)) = D1{x/f (c)} и ¬P(f (c)) = D2{y/c},

которые образуют противоречие. Значит, D1 и D2 тоже
противоречивы. Но как отыскать это скрытое противоречие?

Нужно постараться привести литеры P(x) и P(f (y)) к общему
виду. Приведение выражений к общему виду называется
унификацией .

Нам нужен алгоритм унификации!



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Приведение двух атомов A′ и A′′ к общему виду достигается
применением такой подстановки θ, для которой A′θ = A′′θ.
Значит, для решения задачи унификации придется изучить
алгебраические свойства подстановок.

Воспоминания
Подстановка — это отображение θ : Var → Term.

Конечная подстановка θ = {x1/t1, x2/t2, . . . , xn/tn}.

Eθ — применение подстановки θ к выражению E .



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Композиция подстановок

Пусть θ, η ∈ Subst. Композиция подстановок θη — это
подстановка µ, которая определяется следующим
соотношением:

µ(x) = (xθ)η для любой x ∈ Var .

Утверждение

Пусть θ = {x1/t1, . . . , xn/tn}, η = {y1/s1, . . . , ym/sm}. Тогда
подстановка

µ = {x1/t1η, . . . , xn/tnη} ∪
{yi/si : yi /∈ {x1, x2, . . . , xn}} −
{xj/tjη : xj = tjη}.

является композицией θη.



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Доказательство

µ = {x1/t1η, . . . , xn/tnη} ∪
{yi/si : yi /∈ {x1, x2, . . . , xn}} −
{xj/tjη : xj = tjη}.

Рассмотрим произвольную z ∈ Var . Возможны 3 варианта.

1. z = xj ∈ Domθ. Тогда z(θη) = (xjθ)η = tjη.
Если tjη 6= xj , то xj ∈ Domµ, и xjµ = tjη.
Если tjη = xj , то xj /∈ Domµ, и xjµ = xj .
В любом случае xi (θη) = xiµ.

2. z = yi ∈ Domη \ Domθ. Тогда z(θη) = (yiθ)η = yiη = si ,
и zµ = si .

3. z = yi /∈ Domη ∪ Domθ . Тогда z(θη) = z и zµ = z . �



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Пример

θ = {x/f (x , c), y/g(u), z/y},
η = {x/g(y), y/z , u/c}.

θη =

{x/f (x , c)η, y/g(u)η, z/yη} ∪ {u/c}
{x/f (g(y), c), y/g(c), z/z , u/c}
{x/f (g(y), c), y/g(c), u/c}



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Пример

θ = {x/f (x , c), y/g(u), z/y},
η = {x/g(y), y/z , u/c}.

θη =

{x/f (x , c)η, y/g(u)η, z/yη} ∪ {u/c}
{x/f (g(y), c), y/g(c), z/z , u/c}
{x/f (g(y), c), y/g(c), u/c}



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Пример

θ = {x/f (x , c), y/g(u), z/y},
η = {x/g(y), y/z , u/c}.

θη = {x/f (x , c)η, y/g(u)η, z/yη} ∪ {u/c}

{x/f (g(y), c), y/g(c), z/z , u/c}
{x/f (g(y), c), y/g(c), u/c}



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Пример

θ = {x/f (x , c), y/g(u), z/y},
η = {x/g(y), y/z , u/c}.

θη = {x/f (x , c)η, y/g(u)η, z/yη} ∪ {u/c}
{x/f (g(y), c), y/g(c), z/z , u/c}

{x/f (g(y), c), y/g(c), u/c}



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Пример

θ = {x/f (x , c), y/g(u), z/y},
η = {x/g(y), y/z , u/c}.

θη = {x/f (x , c)η, y/g(u)η, z/yη} ∪ {u/c}
{x/f (g(y), c), y/g(c), z/z , u/c}
{x/f (g(y), c), y/g(c), u/c}



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Определение

Пусть E1 и E2 — два логических выражения (термы, атомы,
формулы и др.)

Подстановка θ называется унификатором выражений E1 и E2,
если E1θ = E2θ.

Подстановка θ называется наиболее общим унификатором
(НОУ) выражений E1 и E2, если

1. θ — унификатор выражений E1 и E2;
2. для любого унификатора η выражений E1 и E2 существует

такая подстановка ρ, для которой верно равенство

η = θρ

НОУ(E1,E2) — множество наиболее общих унификаторов
выражений E1 и E2.



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Пример

E1 = P(f (x1), x2)
E2 = P(y1, c)

η = {x1/f (c), x2/c , y1/f (f (c))} — унификатор E1 и E2, т.к.

E1η = P(f (f (c)), c) = E2η.

θ = {x2/c , y1/f (x1)} — наиболее общий унификатор E1 и E2,
т.к.

E1θ = P(f (x1), c) = E2θ,
η = θ{x1/f (c)}.

Выражения E1 и E2 унифицируемы , и θ ∈ НОУ(E1,E2).



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Пример

E1 = R(f (x1), x1)
E2 = R(y1, f (y1))

Выражения E1 и E2 не имеют унификаторов, и
НОУ(E1,E2) = ∅.



ЗАДАЧА УНИФИКАЦИИ

Задача унификации
состоит в том, чтобы для двух выражений E1 и E2 выяснить,

являются ли эти выражения унифицируемыми,
и, в случае их унифицируемости, вычислить

наиболее общий унификатор.



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 7.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 8.

Алгоритм унификации.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Подстановка θ называется наиболее общим унификатором
(НОУ) выражений E1 и E2, если

1. θ — унификатор выражений E1 и E2, т. е. E1θ = E2θ;
2. для любого унификатора η выражений E1 и E2 существует

такая подстановка ρ, для которой верно равенство

η = θρ

Задача унификации
состоит в том, чтобы для двух выражений E1 и E2 выяснить,

являются ли эти выражения унифицируемыми,
и, в случае их унифицируемости, вычислить

наиболее общий унификатор E1 и E2.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Начнем с самой простого варианта задачи унификации.

Как найти НОУ выражений E1 и E2, если одно из этих
выражений — переменная, т. е. E1 = x ∈ Var?

Лемма (о связке)
Пусть x ∈ Var , t ∈ Term. Тогда

1. Если x /∈ Vart , то {x/t} ∈ НОУ(x , t);
2. Если x ∈ Vart и x 6= t, то НОУ(x , t) = ∅.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ
Лемма (о связке)
Пусть x ∈ Var , t ∈ Term. Тогда

1. Если x /∈ Vart , то {x/t} ∈ НОУ(x , t);
2. Если x ∈ Vart и x 6= t, то НОУ(x , t) = ∅.

Доказательство.
1. Случай x /∈ Vart .

I θ = {x/t} — унификатор выражений x и t.
Действительно, xθ = t и tθ = t (т. к. x /∈ Vart).

I Каков бы ни был унификатор η выражений x и t, верно
η = {x/t}η.

Возьмем произвольную переменную y , y ∈ Var .
Если y = x , то x{x/t}η = tη = xη. (почему? ) А если
y 6= x , то y{x/t}η = yη.
Таким образом, для любой переменной y верно
y{x/t}η = yη, т. е. {x/t}η = η.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Лемма (о связке)
Пусть x ∈ Var , t ∈ Term. Тогда

1. Если x /∈ Vart , то {x/t} ∈ НОУ(x , t);
2. Если x ∈ Vart и x 6= t, то НОУ(x , t) = ∅.

Доказательство.
2. Случай x ∈ Vart .
Для любой подстановки θ длина терма xθ превосходит длину
терма t(x)θ.
Поэтому xθ 6= tθ для любой подстановки θ, т. е. НОУ(x , t) = ∅.

�



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Общий случай.

Пусть E1 = P(t1, t2, . . . , tn), E2 = P(s1, s2, . . . , sn).
Для решения задачи унификации сопоставим паре атомов
E1,E2 систему уравнений

E(E1,E2) :


t1 = s1
t2 = s2
· · ·
tn = sn

и будем решать задачу унификации для систем уравнений.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Определение
Подстановка θ называется унификатором системы уравнений E

E :


t1 = s1
t2 = s2
· · ·
tn = sn

если для любого i , 1 ≤ i ≤ n, термы tiθ и siθ одинаковы.

Фактически, унификатор θ = {x1/r1, . . . , xk/rk} — это решение
системы уравнений E в свободной алгебре термов
(эрбрановской интерпретации).

Соответствующим образом определяется и наиболее общий
унификатор системы уравнений
(определение дать самостоятельно ).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример
Наиболее общим унификатором системы уравнений

E1 :

{
f (c , x) = f (y , g(y))
g(y) = z

E1θ :

{
f (c , g(c)) = f (c , g(c))
g(c) = g(c)

является подстановка θ = {x/g(c), y/c , z/g(c)}.

А система уравнений

E1 :

{
f (c , y) = f (y , g(y))
g(y) = z

Почему?

не имеет решений (неунифицируема).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример
Наиболее общим унификатором системы уравнений

E1 :

{
f (c , x) = f (y , g(y))
g(y) = z

E1θ :

{
f (c , g(c)) = f (c , g(c))
g(c) = g(c)

является подстановка θ = {x/g(c), y/c , z/g(c)}.

А система уравнений

E1 :

{
f (c , y) = f (y , g(y))
g(y) = z

Почему?

не имеет решений (неунифицируема).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример
Наиболее общим унификатором системы уравнений

E1 :

{
f (c , x) = f (y , g(y))
g(y) = z

E1θ :

{
f (c , g(c)) = f (c , g(c))
g(c) = g(c)

является подстановка θ = {x/g(c), y/c , z/g(c)}.

А система уравнений

E1 :

{
f (c , y) = f (y , g(y))
g(y) = z

Почему?

не имеет решений (неунифицируема).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример
Наиболее общим унификатором системы уравнений

E1 :

{
f (c , x) = f (y , g(y))
g(y) = z

E1θ :

{
f (c , g(c)) = f (c , g(c))
g(c) = g(c)

является подстановка θ = {x/g(c), y/c , z/g(c)}.

А система уравнений

E1 :

{
f (c , y) = f (y , g(y))
g(y) = z

Почему?

не имеет решений (неунифицируема).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Простой случай.

Определение
Система уравнений E называется приведенной , если

E :


x1 = s1
x2 = s2
· · ·
xn = sn

и при этом
I {x1, . . . , xn} ⊆ Var ,
I все переменные x1, . . . , xn попарно различные,

I {x1, . . . , xn} ∩
n⋃

i=1
Varsi = ∅.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример
Система уравнений E1 является приведенной, а E2 — нет.

E1 :


x = f (y , g(y))
z = w
u = g(c)

E2 :


x = f (y , g(y))
z = w
u = g(x)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Простой случай.

Лемма (о приведенной системе)
Если система уравнений E

E :


x1 = s1
x2 = s2
· · ·
xn = sn

является приведенной, то подстановка {x1/s1, x2/s2, . . . , xn/sn}
является наиболее общим унификатором системы E .

Доказательство
Самостоятельно. С использованием леммы о связке.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Общий случай.
Найти унификатор — это значит решить систему уравнений.
Решать систему будем методом исключения переменных (как в
«обычной» алгебре). Исключив все переменные, получим
решение (приведенную систему). Важно, чтобы все системы
уравнений, которые мы будем строить в процессе «исключения
переменных» были равносильны исходной системе.

Определение
Системы уравнений E1 и E1 называются равносильными , если
НОУ(E1) = НОУ(E2).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Описание алгоритма унификации
(Алгоритм Мартелли–Монтанари).

Это — недетерминированный алгоритм, состоящий из 6 правил,
которые можно применять в любом порядке до тех пор, пока

I либо ни одно из правил применить невозможно
(построена приведенная система уравнений),

I либо применяется правило, устанавливающее
невозможность унификации.

Исходная система E0; i = 0;
while применимо одно из 6 правил do

выбрать правило R, применимое к Ei ;
Ei++ = R(Ei )

od



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Правила преобразования решения уравнений.

(1) уравнение f (t ′
1, t

′
2, . . . , t

′
k) = f (s ′

1, s
′
2, . . . , s

′
k) замещается

совокупностью уравнений t ′
1 = s ′

1, t ′
2 = s ′

2, . . . , t ′
k = s ′

k ;

(2) если в системе есть уравнение f (t ′
1, . . . , t

′
k) = g(s ′

1, . . . , s
′
m),

где f , g ∈ Func ∪ Const, f 6= g , то система уравненний не
имеет решений: СТОП: “Нет унификатора";

(3) уравнение s = x , где x ∈ Var , s /∈ Var , замещается
уравнением x = s ;

(4) уравнение s = s удаляется из системы;



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Правила преобразования решения уравнений.

(5) если в системе есть уравнение x = s , причем
I x ∈ Var ,
I x /∈ Vars , и
I переменная x встречается в каких-либо других

уравнениях системы,

то ко всем другим уравнения системы применяется
подстановка {x/s} ;

(6) если в системе есть уравнение x = s , причем
x 6= s, x ∈ Vars , то система уравненний не имеет решений:
СТОП: “Нет унификатора".



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E0 :

{
f (f (x , c), y) = f (y , f (z , z))
f (u, v) = y

(1)
=⇒ E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(3)
=⇒ E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(5)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E0 :

{
f (f (x , c), y) = f (y , f (z , z))
f (u, v) = y

(1)
=⇒

E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(3)
=⇒ E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(5)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E0 :

{
f (f (x , c), y) = f (y , f (z , z))
f (u, v) = y

(1)
=⇒ E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(3)
=⇒ E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(5)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E0 :

{
f (f (x , c), y) = f (y , f (z , z))
f (u, v) = y

(1)
=⇒ E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(3)
=⇒ E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(5)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E0 :

{
f (f (x , c), y) = f (y , f (z , z))
f (u, v) = y

(1)
=⇒ E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(3)
=⇒ E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(5)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E0 :

{
f (f (x , c), y) = f (y , f (z , z))
f (u, v) = y

(1)
=⇒ E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(3)
=⇒ E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(5)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E0 :

{
f (f (x , c), y) = f (y , f (z , z))
f (u, v) = y

(1)
=⇒ E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E1 :


f (x , c) = y
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(3)
=⇒ E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

E2 :


y = f (x , c)
y = f (z , z)
f (u, v) = y

(5)
=⇒ E3 :


y = f (x , c)
f (x , c) = f (z , z)
f (u, v) = f (x , c)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E3 :


y = f (x , c)
f (x , c) = f (z , z)
f (u, v) = f (x , c)

(1)
=⇒

E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

(5)
=⇒

E5 :


y = f (z , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (z , c)

(3)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E3 :


y = f (x , c)
f (x , c) = f (z , z)
f (u, v) = f (x , c)

(1)
=⇒ E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

(5)
=⇒

E5 :


y = f (z , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (z , c)

(3)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E3 :


y = f (x , c)
f (x , c) = f (z , z)
f (u, v) = f (x , c)

(1)
=⇒ E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

(5)
=⇒

E5 :


y = f (z , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (z , c)

(3)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E3 :


y = f (x , c)
f (x , c) = f (z , z)
f (u, v) = f (x , c)

(1)
=⇒ E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

(5)
=⇒ E5 :


y = f (z , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (z , c)

E5 :


y = f (z , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (z , c)

(3)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E3 :


y = f (x , c)
f (x , c) = f (z , z)
f (u, v) = f (x , c)

(1)
=⇒ E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

(5)
=⇒ E5 :


y = f (z , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (z , c)

E5 :


y = f (z , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (z , c)

(3)
=⇒



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E3 :


y = f (x , c)
f (x , c) = f (z , z)
f (u, v) = f (x , c)

(1)
=⇒ E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

E4 :


y = f (x , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (x , c)

(5)
=⇒ E5 :


y = f (z , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (z , c)

E5 :


y = f (z , c)
x = z
c = z
f (u, v) = f (z , c)

(3)
=⇒ E6 :


y = f (z , c)
x = z
z = c
f (u, v) = f (z , c)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E6 :


y = f (z , c)
x = z
z = c
f (u, v) = f (z , c)

(5)
=⇒

E7 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
f (u, v) = f (c , c)

(1)
=⇒

E8 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
u = c
v = c

— приведенная система



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E6 :


y = f (z , c)
x = z
z = c
f (u, v) = f (z , c)

(5)
=⇒ E7 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
f (u, v) = f (c , c)

E7 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
f (u, v) = f (c , c)

(1)
=⇒

E8 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
u = c
v = c

— приведенная система



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E6 :


y = f (z , c)
x = z
z = c
f (u, v) = f (z , c)

(5)
=⇒ E7 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
f (u, v) = f (c , c)

E7 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
f (u, v) = f (c , c)

(1)
=⇒

E8 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
u = c
v = c

— приведенная система



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E6 :


y = f (z , c)
x = z
z = c
f (u, v) = f (z , c)

(5)
=⇒ E7 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
f (u, v) = f (c , c)

E7 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
f (u, v) = f (c , c)

(1)
=⇒ E8 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
u = c
v = c

E8 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
u = c
v = c

— приведенная система



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E6 :


y = f (z , c)
x = z
z = c
f (u, v) = f (z , c)

(5)
=⇒ E7 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
f (u, v) = f (c , c)

E7 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
f (u, v) = f (c , c)

(1)
=⇒ E8 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
u = c
v = c

E8 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
u = c
v = c

— приведенная система



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 1.

E0 :

{
f (f (x , c), y) = f (y , f (z , z))
f (u, v) = y

(1,3,5)
=⇒ E8 :


y = f (c , c)
x = c
z = c
u = c
v = c

θ = {x/c , y/f (c , c), z/c , u/c , v/c} ∈ НОУ(E0)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(1)
=⇒ E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

(3)
=⇒ E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(1)
=⇒

E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

(3)
=⇒ E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(1)
=⇒ E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

(3)
=⇒ E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(1)
=⇒ E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

(3)
=⇒ E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(1)
=⇒ E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

(3)
=⇒ E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(1)
=⇒ E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

(3)
=⇒ E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(1)
=⇒ E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

E1 :


u = y
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

E2 :


u = y
g(x) = v
f (y , v) = f (x , y)

(3)
=⇒ E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)

(5)
=⇒

E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

(1)
=⇒ E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

(5)
=⇒ E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

(1)
=⇒ E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

(5)
=⇒ E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

(1)
=⇒ E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

(5)
=⇒ E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

(1)
=⇒ E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

(5)
=⇒ E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

(1)
=⇒ E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

(5)
=⇒ E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E3 :


u = y
v = g(x)
f (y , v) = f (x , y)

(5)
=⇒ E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

E4 :


u = y
v = g(x)
f (y , g(x)) = f (x , y)

(1)
=⇒ E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

E5 :


u = y
v = g(x)
y = x
g(x) = y

(5)
=⇒ E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x

(3)
=⇒

E7 :


u = x
v = g(x)
y = x
x = g(x)

(6)
=⇒ СТОП: НЕТ УНИФИКАТОРА.

Система уравнений

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

не имеет решения (унификатора).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x

(3)
=⇒ E7 :


u = x
v = g(x)
y = x
x = g(x)

E7 :


u = x
v = g(x)
y = x
x = g(x)

(6)
=⇒ СТОП: НЕТ УНИФИКАТОРА.

Система уравнений

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

не имеет решения (унификатора).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x

(3)
=⇒ E7 :


u = x
v = g(x)
y = x
x = g(x)

E7 :


u = x
v = g(x)
y = x
x = g(x)

(6)
=⇒ СТОП: НЕТ УНИФИКАТОРА.

Система уравнений

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

не имеет решения (унификатора).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x

(3)
=⇒ E7 :


u = x
v = g(x)
y = x
x = g(x)

E7 :


u = x
v = g(x)
y = x
x = g(x)

(6)
=⇒ СТОП: НЕТ УНИФИКАТОРА.

Система уравнений

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

не имеет решения (унификатора).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Пример 2.

E6 :


u = x
v = g(x)
y = x
g(x) = x

(3)
=⇒ E7 :


u = x
v = g(x)
y = x
x = g(x)

E7 :


u = x
v = g(x)
y = x
x = g(x)

(6)
=⇒ СТОП: НЕТ УНИФИКАТОРА.

Система уравнений

E0 :


g(u) = g(y)
g(x) = v
f (u, v) = f (x , y)

не имеет решения (унификатора).



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Теорема (об унификации)
Какова бы ни была система уравнений E ,

1. алгоритм унификации Мартелли-Монтанари всегда
завершает работу;

2. если система уравнений E унифицируема , то в результате
работы алгоритма унификации будет построена
приведенная система уравнений, равносильная исходной
системе E ;

3. если система уравнений E неунифицируема , то в
результате работы алгоритма унификации будет выдано
сообщение СТОП: НЕТ УНИФИКАТОРА.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 1. Завершаемость алгоритма.
Уравнение x = t, где x ∈ Var , x /∈ Vart , будем называть
приведенным уравнением системы E , если переменная x не
содержится ни в каких других уравнениях системы E .
Переменную x в этом случае будем называть приведенной
переменной системы E

Каждой системе уравнений E сопоставим характеристику
H(E) = 〈h1(E), h2(E), h3(E)〉, — упорядоченную тройку
натуральных чисел, в которой

1. h1(E) — общее число неприведенных переменных,
содержащихся в системе E ;

2. h2(E) — общее число функц. символов и констант,
содержащихся в левых частях уравнений системы E ;

3. h3(E) — общее число уравнений в системе E .



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 1. Завершаемость алгоритма.
На множестве упорядоченных троек натуральных чисел введем
отношение лексикографического порядка :

〈M1,M2,M3〉 � 〈N1,N2,N3〉
m

N1 < M1

или N1 = M1 и N2 < M2

или N1 = M1,N2 = M2 и N3 < M3.

Пример.

〈2, 11, 2〉 � 〈2, 10, 5578〉 � 〈1, 1001, 78〉



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 1. Завершаемость алгоритма.

Вспомогательная лемма.
В множестве троек натуральных чисел не существует
бесконечно убывающей последовательности

〈k1,m1, n1〉 � 〈k2,m2, n2〉 � · · · � 〈ki ,mi , ni 〉 � 〈ki+1,mi+1, ni+1〉 � . . .

Доказательство вспомогательной леммы.

Самостоятельно.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Идея доказательства вспомогательной леммы.

Предположим, что у Вас есть 1 000 000 руб. в произвольных
купюрах. Сыграем в игру. Правила игры таковы.

1. Вы даете мне денежную купюру и взамен получаете право
потребовать от меня любую сумму в купюрах меньшего
достоинства.

2. Если Вы вручаете мне купюру наименьшего достоинства,
то взамен не получаете ничего.

Докажите, что игра всегда будет оканчиваться тем, что Вы
остаетесь без денег.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 1. Завершаемость алгоритма.

Покажем, что в результате применения правил (1), (3, (4), (5)
характеристика системы уравнений убывает, т. е.

E ′ (i)−→ E ′′ ⇒ H(E ′) � H(E ′′), где i = 1, 3, 4, 5.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 1. Завершаемость алгоритма.

Покажем, что в результате применения правил (1), (3, (4), (5)
характеристика системы уравнений убывает, т. е.

E ′ (i)−→ E ′′ ⇒ H(E ′) � H(E ′′), где i = 1, 3, 4, 5.

Правило (1)

E ′ :


. . .
f (t1, . . . , tn) = f (s1, . . . , sn)
. . .

(1)−→ E ′′ :


. . .
t1 = s1
. . .
t1 = s1
. . .

h1(E ′) � h1(E ′′), h2(E ′) � h2(E ′′)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 1. Завершаемость алгоритма.

Покажем, что в результате применения правил (1), (3, (4), (5)
характеристика системы уравнений убывает, т. е.

E ′ (i)−→ E ′′ ⇒ H(E ′) � H(E ′′), где i = 1, 3, 4, 5.

Правило (3)

E ′ :


. . .
s = x
. . .

(3)−→ E ′′ :


. . .
x = s
. . .

h1(E ′) � h1(E ′′), h2(E ′) � h2(E ′′)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 1. Завершаемость алгоритма.

Покажем, что в результате применения правил (1), (3, (4), (5)
характеристика системы уравнений убывает, т. е.

E ′ (i)−→ E ′′ ⇒ H(E ′) � H(E ′′), где i = 1, 3, 4, 5.

Правило (4)

E ′ :


. . .
s = s
. . .

(4)−→ E ′′ :


. . .
. . .
. . .

h1(E ′) � h1(E ′′), h2(E ′) � h2(E ′′), h3(E ′) � h3(E ′′)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 1. Завершаемость алгоритма.

Покажем, что в результате применения правил (1), (3, (4), (5)
характеристика системы уравнений убывает, т. е.

E ′ (i)−→ E ′′ ⇒ H(E ′) � H(E ′′), где i = 1, 3, 4, 5.

Правило (5)

E ′ :


t1 = s1
. . .
x = sj
. . .
tn = sn

(5)−→ E ′′ :


t1{x/sj} = s1{x/sj}
. . .
x = sj
. . .
tn{x/sj} = sn{x/sj}

h1(E ′) � h1(E ′′)



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 1. Завершаемость алгоритма.

Значит, правила (1), (3, (4), (5) не могут применяться
бесконечно долго.
Значит, рано или поздно либо будет применено одно из правил
(2), (6), либо будет получена система, к которой неприменимо
ни одно правило. В любом случае работа алгоритма
унификации завершится.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 2. Корректность алгоритма.

Покажем, что в результате применения правил (1), (3, (4), (5)
получается система уравнений, равносильная исходной, т. е.

E ′ (i)−→ E ′′ ⇒ E ′ ' E ′′, где i = 1, 3, 4, 5.

Это, очевидно, верно для правил (1), (3, (4) (убедитесь сами ).

Покажем, что правило (5) также приводит к равносильной
системе.

E ′ :


t1 = s1
. . .
x = sj
. . .
tn = sn

(5)−→ E ′′ :


t1{x/sj} = s1{x/sj}
. . .
x = sj
. . .
tn{x/sj} = sn{x/sj}



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ
Доказательство. 2. Корректность алгоритма.
Предположим, что θ — унификатор системы уравнений E ′, т. е.

t1θ ≡ s1θ
. . .
xθ ≡ sjθ
. . .
tnθ ≡ snθ

Т. к. xθ ≡ sjθ, x /∈ Varsj , согласно лемме о связке θ = {x/sj}θ.
Следовательно,

t1{x/sj}θ ≡ s1{x/sj}θ
. . .
xθ ≡ sjθ
. . .
tn{x/sj}θ ≡ sn{x/sj}θ

Значит, θ — унификатор системы уравнений E ′′. Аналогично
доказывается, что всякий унификатор системы E ′′ является
унификатором системы E ′.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 3. Полнота алгоритма унификации.
Как мы показали, рано или поздно при работе алгоритма либо
будет применено одно из правил (2), (6), либо будет получена
система, к которой неприменимо ни одно правило.
Если к системе применяется правило (2), то в системе есть
уравнение f (s1, . . . , sn) = g(t1, . . . , tm), f 6= g . Очевидно, для
любой подстановки θ верно f (s1, . . . , sn)θ 6≡ g(t1, . . . , tm)θ.
Значит, система, содержащая такое уравнение,
неунифицируема.
Если к системе применяется правило (6), то в системе есть
уравнение x = s, x ∈ Vars . Согласно лемме о связке для любой
подстановки θ верно xθ 6≡ sθ. Значит, система, содержащая
такое уравнение, неунифицируема.
Значит, выдача сообщения СТОП: НЕТ УНИФИКАТОРА
означает, что система неунифицируема.



АЛГОРИТМ УНИФИКАЦИИ

Доказательство. 3. Полнота алгоритма унификации.

Если к системе уравнений неприменимо ни одно правило, то
I в левых частях уравнений содержатся только переменные

(иначе применимы правила (1), (2) или (3));
I ни одна переменная из левой части больше нигде не

содержится (иначе применимы правила (4), (5) или (6)).
Значит, построенная система уравнений является приведенной
и имеет унификатор, который вычисляется по лемме о
приведенной системе . �



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 8.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 9.

Резолютивный вывод.
Корректность резолютивного

вывода.
Применение метода резолюций.



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

О терминологии.

Пусть задано выражение E и подстановка θ.
Подстановка θ : Var → Var называется переименованием ,
если θ — биекция.
Выражение Eθ называется примером выражения E .
Если VarEθ = ∅, то пример Eθ называется основным примером
выражения E .
Если θ — переименование, то пример Eθ называется вариантом
выражения E .



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример

Пусть E = P(x , f (y)) ∨ ¬R(y , c).

θ = {x/u, y/z , u/x , z/y} — переименование.

E ′ = E{x/g(d), y/z} = P(g(d), f (z)) ∨ ¬R(z , c) — пример E .

E ′′ = E{x/g(d), y/c} = P(g(d), f (c)) ∨ ¬R(c , c) — основной
пример E .

E ′′′ = E{x/u, y/z} = P(u, f (z)) ∨ ¬R(z , c) — вариант E .

В частности, пустая (тождественная) подстановка является
переименованием.



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Правило резолюции.

Пусть D1 = D ′
1 ∨ L1 и D2 = D ′

2 ∨ ¬L2 — два дизъюнкта.

Пусть θ ∈ НОУ(L1, L2).

Тогда дизъюнкт D0 = (D ′
1 ∨ D ′

2)θ называется резольвентой
дизъюнктов D1 и D2.

Пара литер L1 и ¬L2 называется контрарной парой .

Правило резолюции

D ′
1 ∨ L1, D ′

2 ∨ ¬L2

(D ′
1 ∨ D ′

2)θ
, θ ∈ НОУ(L1, L2)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y)) ∨ ¬R(g(x , z), f (z))

D2 = Q(x) ∨ R(y , x) ∨ ¬P(g(z , y), z)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y)) ∨ ¬R(g(x , z), f (z))︸ ︷︷ ︸
D′

1

D2 = Q(x) ∨ R(y , x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨¬P(g(z , y), z)

Возможная контрарная пара P(x , f (y)), ¬P(g(z , y), z)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y)) ∨ ¬R(g(x , z), f (z))︸ ︷︷ ︸
D′

1

D2 = Q(x) ∨ R(y , x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨¬P(g(z , y), z)

Возможная контрарная пара P(x , f (y)), ¬P(g(z , y), z)

НОУ
(
P(x , f (y)),P(g(z , y), z)

)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y)) ∨ ¬R(g(x , z), f (z))︸ ︷︷ ︸
D′

1

D2 = Q(x) ∨ R(y , x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨¬P(g(z , y), z)

Возможная контрарная пара P(x , f (y)), ¬P(g(z , y), z)

НОУ
(
P(x , f (y)),P(g(z , y), z)

)
E0 :

{
x = g(z , y)
f (y) = z



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y)) ∨ ¬R(g(x , z), f (z))︸ ︷︷ ︸
D′

1

D2 = Q(x) ∨ R(y , x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨¬P(g(z , y), z)

Возможная контрарная пара P(x , f (y)), ¬P(g(z , y), z)

НОУ
(
P(x , f (y)),P(g(z , y), z)

)
E0 :

{
x = g(z , y)
f (y) = z

(3),(5)−→ E1 :

{
x = g(f (y), y)
z = f (y)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y)) ∨ ¬R(g(x , z), f (z))︸ ︷︷ ︸
D′

1

D2 = Q(x) ∨ R(y , x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨¬P(g(z , y), z)

Возможная контрарная пара P(x , f (y)), ¬P(g(z , y), z)

НОУ
(
P(x , f (y)),P(g(z , y), z)

)
= θ = {x/g(f (y), y), z/f (y)}

E0 :

{
x = g(z , y)
f (y) = z

(3),(5)−→ E1 :

{
x = g(f (y), y)
z = f (y)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y)) ∨ ¬R(g(x , z), f (z))︸ ︷︷ ︸
D′

1

D2 = Q(x) ∨ R(y , x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨¬P(g(z , y), z)

Возможная контрарная пара P(x , f (y)), ¬P(g(z , y), z)

НОУ
(
P(x , f (y)),P(g(z , y), z)

)
= θ = {x/g(f (y), y), z/f (y)}

Резольвента

D0 =
(
¬R(g(x , z), f (z))︸ ︷︷ ︸

D′
1

∨Q(x) ∨ R(y , x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

)
θ



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y)) ∨ ¬R(g(x , z), f (z))︸ ︷︷ ︸
D′

1

D2 = Q(x) ∨ R(y , x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨¬P(g(z , y), z)

Возможная контрарная пара P(x , f (y)), ¬P(g(z , y), z)

НОУ
(
P(x , f (y)),P(g(z , y), z)

)
= θ = {x/g(f (y), y), z/f (y)}

Резольвента

D0 =¬R(g(g(f (y),y),y),f (f (y)))∨Q(g(f (y),y))∨R(y, g(f (y),y)).



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y))︸ ︷︷ ︸
D′

1

∨¬R(g(x , z), f (z))

D2 = Q(x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨R(y , x) ∨ ¬P(g(z , y), z)︸ ︷︷ ︸
D′

2

Другая контрарная пара ¬R(g(x , z), f (z)),R(y , x)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y))︸ ︷︷ ︸
D′

1

∨¬R(g(x , z), f (z))

D2 = Q(x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨R(y , x) ∨ ¬P(g(z , y), z)︸ ︷︷ ︸
D′

2

Другая контрарная пара ¬R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

НОУ
(
R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y))︸ ︷︷ ︸
D′

1

∨¬R(g(x , z), f (z))

D2 = Q(x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨R(y , x) ∨ ¬P(g(z , y), z)︸ ︷︷ ︸
D′

2

Другая контрарная пара ¬R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

НОУ
(
R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

)
E0 :

{
g(x , z) = y
f (z) = x



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y))︸ ︷︷ ︸
D′

1

∨¬R(g(x , z), f (z))

D2 = Q(x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨R(y , x) ∨ ¬P(g(z , y), z)︸ ︷︷ ︸
D′

2

Другая контрарная пара ¬R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

НОУ
(
R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

)
E0 :

{
g(x , z) = y
f (z) = x

(3),(5)−→ E1 :

{
y = g(f (z), z)
x = f (z)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y))︸ ︷︷ ︸
D′

1

∨¬R(g(x , z), f (z))

D2 = Q(x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨R(y , x) ∨ ¬P(g(z , y), z)︸ ︷︷ ︸
D′

2

Другая контрарная пара ¬R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

НОУ
(
R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

)
= η = {x/f (z), y/g(f (z), z)}

E0 :

{
g(x , z) = y
f (z) = x

(3),(5)−→ E1 :

{
y = g(f (z), z)
x = f (z)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y))︸ ︷︷ ︸
D′

1

∨¬R(g(x , z), f (z))

D2 = Q(x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨R(y , x) ∨ ¬P(g(z , y), z)︸ ︷︷ ︸
D′

2

Другая контрарная пара ¬R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

НОУ
(
R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

)
= η = {x/f (z), y/g(f (z), z)}

Резольвента

D0 =
(
P(x , f (y))︸ ︷︷ ︸

D′′
1

∨Q(x) ∨ ¬P(g(z , y), z)︸ ︷︷ ︸
D′′

2

)
η



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила резолюции.

D1 = P(x , f (y))︸ ︷︷ ︸
D′

1

∨¬R(g(x , z), f (z))

D2 = Q(x)︸ ︷︷ ︸
D′

2

∨R(y , x) ∨ ¬P(g(z , y), z)︸ ︷︷ ︸
D′

2

Другая контрарная пара ¬R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

НОУ
(
R(g(x , z), f (z)),R(y , x)

)
= η = {x/f (z), y/g(f (z), z)}

Резольвента

D0 =P(f (z),f (g(f (z), z)))∨Q(f (z))∨¬P(g(z ,g(f (z), z)), z).



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Правило склейки.

Пусть D1 = D ′
1 ∨ L1 ∨ L2 — дизъюнкт.

Пусть η ∈ НОУ(L1, L2).

Тогда дизъюнкт D0 = (D ′
1 ∨ L1)η называется склейкой

дизъюнкта D1.

Пара литер L1 и L2 называется склеиваемой парой .

Правило склейки

D ′
1 ∨ L1 ∨ L2

(D ′
1 ∨ L1)η

, η ∈ НОУ(L1, L2)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила склейки.

D1 = P(x) ∨ ¬R(y , z , f (x)) ∨ ¬R(x , f (c), z)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила склейки.

D1 = P(x)︸︷︷︸
D′

1

∨¬R(y , z , f (x)) ∨ ¬R(x , f (c), z)

Возможная склеиваемая пара ¬R(y , z , f (x)), ¬R(x , f (c), z)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила склейки.

D1 = P(x)︸︷︷︸
D′

1

∨¬R(y , z , f (x)) ∨ ¬R(x , f (c), z)

Возможная склеиваемая пара ¬R(y , z , f (x)), ¬R(x , f (c), z)

НОУ
(
R(y , z , f (x)),R(x , f (c), z)

)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила склейки.

D1 = P(x)︸︷︷︸
D′

1

∨¬R(y , z , f (x)) ∨ ¬R(x , f (c), z)

Возможная склеиваемая пара ¬R(y , z , f (x)), ¬R(x , f (c), z)

НОУ
(
R(y , z , f (x)),R(x , f (c), z)

)
E0 :


y = x
z = f (c)
f (x) = z



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила склейки.

D1 = P(x)︸︷︷︸
D′

1

∨¬R(y , z , f (x)) ∨ ¬R(x , f (c), z)

Возможная склеиваемая пара ¬R(y , z , f (x)), ¬R(x , f (c), z)

НОУ
(
R(y , z , f (x)),R(x , f (c), z)

)
E0 :


y = x
z = f (c)
f (x) = z

(1),(3),(5)−→ E1 :


y = c
z = f (c)
x = c



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила склейки.

D1 = P(x)︸︷︷︸
D′

1

∨¬R(y , z , f (x)) ∨ ¬R(x , f (c), z)

Возможная склеиваемая пара ¬R(y , z , f (x)), ¬R(x , f (c), z)

НОУ
(
R(y , z , f (x)),R(x , f (c), z)

)
= η = {x/c , y/c , z/f (c)}

E0 :


y = x
z = f (c)
f (x) = z

(1),(3),(5)−→ E1 :


y = c
z = f (c)
x = c



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила склейки.

D1 = P(x)︸︷︷︸
D′

1

∨¬R(y , z , f (x)) ∨ ¬R(x , f (c), z)

Возможная склеиваемая пара ¬R(y , z , f (x)), ¬R(x , f (c), z)

НОУ
(
R(y , z , f (x)),R(x , f (c), z)

)
= η = {x/c , y/c , z/f (c)}

Склейка

D0 =
(
P(x)︸︷︷︸

D′
1

∨¬R(y , z , f (x))
)
η



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример применения правила склейки.

D1 = P(x)︸︷︷︸
D′

1

∨¬R(y , z , f (x)) ∨ ¬R(x , f (c), z)

Возможная склеиваемая пара ¬R(y , z , f (x)), ¬R(x , f (c), z)

НОУ
(
R(y , z , f (x)),R(x , f (c), z)

)
= η = {x/c , y/c , z/f (c)}

Склейка

D0 =P(c) ∨ R(c , f (c), f (c)).



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Определение резолютивного вывода.

Пусть S = {D1,D2, . . . ,DN} — система дизъюнктов.

Резолютивным выводом из системы дизъюнктов S называется
конечная последовательность дизъюнктов

D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
i ,D

′
i+1, . . . ,D

′
n,

в которой для любого i , 1 ≤ i ≤ n, выполняется одно из трех
условий:

1. либо D ′
i — вариант некоторого дизъюнкта из S ;

2. либо D ′
i — резольвента дизъюнктов D ′

j и D ′
k , где j , k < i ;

3. либо D ′
i — склейка дизъюнкта D ′

j , где j < i .

Дизъюнкты D ′
1,D

′
2, . . . ,D

′
n считаются резолютивно

выводимыми из системы S .



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример резолютивного вывода.

S = {D1,D2,D3}
D1 = P(x , f (y)) ∨ R(y),
D2 = ¬R(y),
D3 = ¬P(f (x), z) ∨ ¬P(y , y).

Резолютивный вывод из S

1. D ′
1 = P(x1, f (y1)) ∨ R(y1), вариант дизъюнкта D1

2. D ′
2 = ¬R(y2), вариант дизъюнкта D2

3. D ′
3 = P(x3, f (y3)), резольвента дизъюнктов D ′

1,D
′
2

4. D ′
4 = ¬P(f (x4), z4) ∨ ¬P(y4, y4), вариант дизъюнкта D3

5. D ′
5 = ¬P(f (x5), f (x5)), склейка D ′

4

6. D ′
6 = �, резольвента дизъюнктов D ′

3 и D ′
5

Здесь � — пустой дизъюнкт , тождественная ложь.



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Пример резолютивного вывода.

А почему пустой дизъюнкт � — это тождественная ложь?

А потому, что каждый дизънкт D = L1 ∨ · · · ∨ Ln равносилен
утверждению L1 ∨ · · · ∨ Ln ∨ false.

Поэтому резольвентой дизъюнктов D1 = L ∨ false и
D2 = ¬L ∨ false будет дизъюнкт D0 = false.

Этот дизъюнкт не содержит ни одной литеры, и поэтому
называется пустым дизънктом .



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Обратите внимание на то, что я постоянно переименовываю
переменные так, чтобы каждый дизъюнкт резолютивного

вывода содержал свою индивидуальную систему переменных!

Резолютивный вывод из S

1. D ′
1 = P(x1, f (y1)) ∨ R(y1)

2. D ′
2 = ¬R(y2)

3. D ′
3 = P(x3, f (y3))

4. D ′
4 = ¬P(f (x4), z4) ∨ ¬P(y4, y4)

5. D ′
5 = ¬P(f (x5), f (x5))

6. D ′
6 = �

Зачем это нужно?



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД
Все дело в том, что все переменные дизъюнктов связаны
кванторами ∀, и поэтому их имена можно достаточно
произвольно изменять, полностью сохраняя смысл формул.
Однако, случайное совпадение имен переменных (коллизия)
может привести к тому, что резольвенту дизъюнктов построить
не удастся.

Пусть S = {D1 = P(x),D2 = ¬P(f (x))}.

1. D ′
1 = P(x) 1. D ′′

1 = P(x1)
2. D ′

2 = ¬P(f (x)) 2. D ′′
2 = ¬P(f (x2))

3. НОУ
(
P(x),P(f (x))

)
= ∅, 3. D ′′

3 = �

и поэтому D ′
1,D

′
2 резольвента D ′′

1 ,D ′′
2 .

не имеют резольвенты.

Итак, наш девиз:
НОВЫЙ ДИЗЪЮНКТ — НОВЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ.



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД

Резолютивный вывод называется успешным (или, по другому,
резолютивным опровержением ), если этот вывод оканчивается
пустым дизъюнктом �.

В чем же состоит успех такого резолютивного вывода и что
при этом опровергнуто?

Успешный вывод — это свидетельство того, что система
дизъюнктов S противоречива и опровергнуто предположение
о ее выполнимости!

Но это придется обосновать.



КОРРЕКТНОСТЬ РЕЗОЛЮТИВНОГО
ВЫВОДА

Теорема корректности резолютивного вывода

Если из системы дизъюнктов S резолютивно выводим пустой
дизъюнкт �, то S — противоречивая система дизъюнктов.

Доказательство теоремы

Пустой дизъюнкт тождественно ложен, т.е. не имеет моделей.
Покажем, что каждый дизъюнкт, резолютивно выводимый из
S , является логическим следствием S . Тогда

S |= �,

и это означает, что S также не имеет моделей, т.е. является
противоречивой системой.

Остается доказать две леммы.



КОРРЕКТНОСТЬ РЕЗОЛЮТИВНОГО
ВЫВОДА

Лемма 1.
Если D0 — резольвента дизъюнктов D1 и D2, то D1,D2 |= D0

Доказательство леммы 1.

D1 = D ′
1∨L1, D2 = D ′

2∨¬L2, θ∈НОУ(L1, L2), D0 = (D ′
1∨D ′

2)θ

Таким образом, L1θ = L2θ = L0.
Поэтому мы получаем следующие соотношения

D1,D2 |= D1θ, D1,D2 |= D2θ

D1,D2 |= D ′
1θ ∨ L1θ, D1,D2 |= D ′

2θ ∨ ¬L2θ

D1,D2 |= D ′
1θ ∨ L0, D1,D2 |= D ′

2θ ∨ ¬L0

D1,D2 |= D ′
1θ ∨ D ′

2θ ∨ L0, D1,D2 |= D ′
1θ ∨ D ′

2θ ∨ ¬L0

D1,D2 |= D ′
1θ ∨ D ′

2θ

D1,D2 |= D0

Вот и все. �



КОРРЕКТНОСТЬ РЕЗОЛЮТИВНОГО
ВЫВОДА

Лемма 2.
Если D0 — склейка дизъюнкта D, то D |= D0.

Доказательство леммы 2.

Самостоятельно.



ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РЕЗОЛЮЦИЙ

Пример.

Рассмотрим формулу ϕ

∀x
(
∀y∃v∀u

(
(A(u, v) → B(y , u))&

(¬∃wA(w , u) → ∀zA(z , v))
)

→ ∃yB(x , y)

)

Задача

Проверить, верно ли, что |= ϕ.

Решение
Методом резолюций.



ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РЕЗОЛЮЦИЙ

Решение
Этап 1. Покажем, что формула ϕ1 = ¬ϕ противоречивая.

ϕ1 = ¬∀x
(
∀y∃v∀u

(
(A(u, v) → B(y , u)) &

(¬∃wA(w , u) → ∀zA(z , v))
)

→ ∃yB(x , y)

)



ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РЕЗОЛЮЦИЙ

Решение
Этап 2. Приведем ϕ1 к ПНФ ϕ2.

Исходная формула

¬∀x
(
∀y∃v∀u

(
(A(u, v) → B(y , u)) &

(¬∃wA(w , u) → ∀zA(z , v))
)

→ ∃yB(x , y)

)
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Решение
Этап 2. Приведем ϕ1 к ПНФ ϕ2.

Переименование переменных

¬∀x
(
∀y ′∃v∀u

(
(A(u, v) → B(y ′, u)) &

(¬∃wA(w , u) → ∀zA(z , v))
)

→ ∃y ′′B(x , y ′′)

)
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Решение
Этап 2. Приведем ϕ1 к ПНФ ϕ2.

Удаление импликаций

¬∀x
(
¬∀y ′∃v∀u

(
(¬A(u, v) ∨ B(y ′, u)) &

(¬¬∃wA(w , u) ∨ ∀zA(z , v))
)

∨ ∃y ′′B(x , y ′′)

)
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Решение
Этап 2. Приведем ϕ1 к ПНФ ϕ2.

Продвижение отрицаний

∃x
(
∀y ′∃v∀u

(
(¬A(u, v) ∨ B(y ′, u)) &

(∃wA(w , u) ∨ ∀zA(z , v))
)

& ∀y ′′¬B(x , y ′′)

)
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Решение
Этап 2. Приведем ϕ1 к ПНФ ϕ2.

Вынесение кванторов

ϕ2 = ∃x∀y ′∃v∀u∃w∀z∀y ′′
(

(¬A(u, v) ∨ B(y ′, u)) &

(A(w , u) ∨ A(z , v)) &

¬B(x , y ′′)

)
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Решение
Этап 3. Приведем ϕ2 к ССФ ϕ3.

ϕ3 = ∀y ′ ∀u ∀z∀y ′′
(

(¬A(u, f (y ′)) ∨ B(y ′, u)) &

(A(g(y ′, u), u) ∨ A(z , f (y ′))) &

¬B(c , y ′′)

)
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Решение
Этап 4. Формирование системы дизъюнктов Sϕ.

Sϕ =
{

D1 = ¬A(u, f (y ′)) ∨ B(y ′, u),

D2 = A(g(y ′, u), u) ∨ A(z , f (y ′)),

D3 = ¬B(c , y ′′)
}
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Решение
Этап 5. Резолютивный вывод из Sϕ.

Sϕ =
{

D1 = ¬A(u, f (y ′)) ∨ B(y ′, u),

D2 = A(g(y ′, u), u) ∨ A(z , f (y ′)),

D3 = ¬B(c , y ′′)
}

1. D ′
1 = ¬A(u1, f (y ′

1)) ∨ B(y ′
1, u1),

2. D ′
2 = A(g(y ′

2, u2), u2) ∨ A(z2, f (y ′
2)),

3. D ′
3 = A(g(y ′

3, f (y ′
3)), f (y ′

3)),

4. D ′
4 = B(y ′

4, g(y ′
4, f (y ′

4))),

5. D ′
5 = ¬B(c , y ′′

5 ),

6. D ′
6 = � .



ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РЕЗОЛЮЦИЙ

Решение
Этап 5. Резолютивный вывод из Sϕ.

Sϕ =
{

D1 = ¬A(u, f (y ′)) ∨ B(y ′, u),

D2 = A(g(y ′, u), u) ∨ A(z , f (y ′)),

D3 = ¬B(c , y ′′)
}

1. D ′
1 = ¬A(u1, f (y ′

1)) ∨ B(y ′
1, u1), (вариант D1)

2. D ′
2 = A(g(y ′

2, u2), u2) ∨ A(z2, f (y ′
2)),

3. D ′
3 = A(g(y ′

3, f (y ′
3)), f (y ′

3)),

4. D ′
4 = B(y ′

4, g(y ′
4, f (y ′

4))),

5. D ′
5 = ¬B(c , y ′′

5 ),

6. D ′
6 = � .



ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РЕЗОЛЮЦИЙ

Решение
Этап 5. Резолютивный вывод из Sϕ.

Sϕ =
{

D1 = ¬A(u, f (y ′)) ∨ B(y ′, u),

D2 = A(g(y ′, u), u) ∨ A(z , f (y ′)),

D3 = ¬B(c , y ′′)
}

1. D ′
1 = ¬A(u1, f (y ′

1)) ∨ B(y ′
1, u1),

2. D ′
2 = A(g(y ′

2, u2), u2) ∨ A(z2, f (y ′
2)), (вариант D2)

3. D ′
3 = A(g(y ′

3, f (y ′
3)), f (y ′

3)),

4. D ′
4 = B(y ′

4, g(y ′
4, f (y ′

4))),

5. D ′
5 = ¬B(c , y ′′

5 ),

6. D ′
6 = � .
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Решение
Этап 5. Резолютивный вывод из Sϕ.

Sϕ =
{

D1 = ¬A(u, f (y ′)) ∨ B(y ′, u),

D2 = A(g(y ′, u), u) ∨ A(z , f (y ′)),

D3 = ¬B(c , y ′′)
}

1. D ′
1 = ¬A(u1, f (y ′

1)) ∨ B(y ′
1, u1),

2. D ′
2 = A(g(y ′

2, u2), u2) ∨ A(z2, f (y ′
2)),

3. D ′
3 = A(g(y ′

3, f (y ′
3)), f (y ′

3)), (склейка D ′
2)

4. D ′
4 = B(y ′

4, g(y ′
4, f (y ′

4))),

5. D ′
5 = ¬B(c , y ′′

5 ),

6. D ′
6 = � .
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Решение
Этап 5. Резолютивный вывод из Sϕ.

Sϕ =
{

D1 = ¬A(u, f (y ′)) ∨ B(y ′, u),

D2 = A(g(y ′, u), u) ∨ A(z , f (y ′)),

D3 = ¬B(c , y ′′)
}

1. D ′
1 = ¬A(u1, f (y ′

1)) ∨ B(y ′
1, u1),

2. D ′
2 = A(g(y ′

2, u2), u2) ∨ A(z2, f (y ′
2)),

3. D ′
3 = A(g(y ′

3, f (y ′
3)), f (y ′

3)),

4. D ′
4 = B(y ′

4, g(y ′
4, f (y ′

4))), (резольвента D ′
1 и D ′

3)
5. D ′

5 = ¬B(c , y ′′
5 ),

6. D ′
6 = � .
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Решение
Этап 5. Резолютивный вывод из Sϕ.

Sϕ =
{

D1 = ¬A(u, f (y ′)) ∨ B(y ′, u),

D2 = A(g(y ′, u), u) ∨ A(z , f (y ′)),

D3 = ¬B(c , y ′′)
}

1. D ′
1 = ¬A(u1, f (y ′

1)) ∨ B(y ′
1, u1),

2. D ′
2 = A(g(y ′

2, u2), u2) ∨ A(z2, f (y ′
2)),

3. D ′
3 = A(g(y ′

3, f (y ′
3)), f (y ′

3)),

4. D ′
4 = B(y ′

4, g(y ′
4, f (y ′

4))),

5. D ′
5 = ¬B(c , y ′′

5 ), (вариант D3)
6. D ′

6 = � .
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Решение
Этап 5. Резолютивный вывод из Sϕ.

Sϕ =
{

D1 = ¬A(u, f (y ′)) ∨ B(y ′, u),

D2 = A(g(y ′, u), u) ∨ A(z , f (y ′)),

D3 = ¬B(c , y ′′)
}

1. D ′
1 = ¬A(u1, f (y ′

1)) ∨ B(y ′
1, u1),

2. D ′
2 = A(g(y ′

2, u2), u2) ∨ A(z2, f (y ′
2)),

3. D ′
3 = A(g(y ′

3, f (y ′
3)), f (y ′

3)),

4. D ′
4 = B(y ′

4, g(y ′
4, f (y ′

4))),

5. D ′
5 = ¬B(c , y ′′

5 ),

6. D ′
6 = � . (резольвента D ′

4 и D ′
5)
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Решение
Заключение. Успешный резолютивный вывод из Sϕ означает,
что Sϕ — противоречивая система дизъюнктов.

Значит, ϕ1 = ¬ϕ — невыполнимая формула.

Значит, ϕ — общезначимая формула,

|= ϕ.
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Вопрос полноты

А можно ли таким способом проверять общезначимость любых
формул?

Этот вопрос может быть уточнен так:

1. Верно ли, что для любой общезначимой формулы ϕ
можно построить успешный резолютивный вывод из
соответствующей системы дизъюнктов Sϕ?

2. Верно ли, что в том случае, когда формулы ϕ
необщезначима (система дизъюнктов Sϕ выполнима), мы
сможем каким-то образом обнаружить невозможность
построения успешного резолютивного вывода?



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 9.



Îñíîâû
ìàòåìàòè÷åñêîé

ëîãèêè è ëîãè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ËÅÊÒÎÐ: Â.À. Çàõàðîâ



Ëåêöèÿ 10.

Ïîëíîòà ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåçîëþöèé.



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Òåîðåìà î ïîëíîòå ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà

Åñëè S � ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà äèçúþíêòîâ, òî èç S
ðåçîëþòèâíî âûâîäèì ïóñòîé äèçúþíêò �.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè S � ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà äèçúþíêòîâ, òî ñîãëàñíî

òåîðåìå Ýðáðàíà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà

S ′ îñíîâíûõ ïðèìåðîâ äèçúþíêòîâ èç S . Ïîýòîìó ìû

1. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî èç ïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìû îñíîâíûõ

ïðèìåðîâ äèçúþíêòîâ S ′ ìîæíî ðåçîëþòèâíî âûâåñòè ïóñòîé

äèçúþíêò �.

2. À çàòåì íà îñíîâå ýòîãî âûâîäà ïîñòðîèì ðåçîëþòèâíûé

âûâîä ïóñòîãî äèçúþíêòà èç ñàìîé ñèñòåìû S .
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Ëåììà îá îñíîâíûõ ïðèìåðàõ äèçúþíêòîâ

Åñëè S ′ � êîíå÷íàÿ ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà îñíîâíûõ

ïðèìåðîâ äèçúþíêòîâ, òî èç S ′ ðåçîëþòèâíî âûâîäèì ïóñòîé

äèçúþíêò �.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó N ðàçëè÷íûõ îñíîâíûõ àòîìîâ â ñèñòåìå

äèçúþíêòîâ S ′.

Áàçèñ (N = 0). Ñèñòåìà S ′ ïðîòèâîðå÷èâà. Çíà÷èò, S ′ 6= ∅.

Íî â S ′ íåò íè îäíîãî àòîìà. Çíà÷èò, â S ′ ñîäåðæèòñÿ òîëüêî
ïóñòîé äèçúþíêò �. È îí ðåçîëþòèâíî âûâîäèì èç S ′.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä (N + 1 → N). Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé îñíîâíîé àòîì A0, âõîäÿùèé â ñîñòàâ

äèçúþíêòîâ èç S ′, è ðàçîáüåì ñèñòåìó S ′ íà òðè ÷àñòè:

1. S ′
1 = {D : D ∈ S ′, D = D̂1 ∨ A0};

2. S ′
2 = {D : D ∈ S ′, D = D̂2 ∨ ¬A0}.

3. S ′
3 = {D : D ∈ S ′, A0 /∈ D, ¬A0 /∈ D};

Ïîñòðîèì âñå ðåçîëüâåíòû ïî êîíòðàðíîé ïàðå A0, ¬A0

S ′
0 = {D̂1 ∨ D̂2 : D1 = D̂1 ∨ A0 ∈ S ′

1, D2 = D̂2 ∨ ¬A0 ∈ S ′
2}

è ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S ′′ = S ′
0 ∪ S ′

3

ïðîòèâîðå÷èâî.



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.'

&

$

%

S′'

&

$

%

S′
1

D̂1 ∨ A0

'

&

$

%

S′
2

D̂2 ∨ ¬A0

'

&

$

%

S′
3

íåò ëèòåð A0,¬A0
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.'

&
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S′'
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S′
1

D̂1 ∨ A0

'
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S′
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S′
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ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ I .
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî I |= A0

(åñëè I |= ¬A0, òî ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íû).

Ïîêàæåì, ÷òî I 6|= S ′′.

Ò. ê. S ′ ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà, âåðíî I 6|= S ′
1 ∪ S ′

2 ∪ S ′
3.

Ò. ê. I |= A0 è S ′
1 = {D : D ∈ S ′, D = D̂ ∨ A0}, âåðíî I |= S ′

1.

Çíà÷èò, I 6|= S ′
2 ∪ S ′

3.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

Âàðèàíò 1. I 6|= S ′
3.

Òîãäà I 6|= S ′′, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ I .
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî I |= A0

(åñëè I |= ¬A0, òî ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íû).

Ïîêàæåì, ÷òî I 6|= S ′′.

Ò. ê. S ′ ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà, âåðíî I 6|= S ′
1 ∪ S ′

2 ∪ S ′
3.

Ò. ê. I |= A0 è S ′
1 = {D : D ∈ S ′, D = D̂ ∨ A0}, âåðíî I |= S ′

1.

Çíà÷èò, I 6|= S ′
2 ∪ S ′

3.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

Âàðèàíò 1. I 6|= S ′
3. Òîãäà I 6|= S ′′, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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I |= A0'
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I |= A0'
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I |= A0 Âàðèàíò 1.'

&

$

%

S′

true
'

&
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Âàðèàíò 2. I 6|= S ′
2.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîé äèçúþíêò D̂2 ∨ ¬A0 ∈ S ′
2, ÷òî

I 6|= D̂2 ∨ ¬A0. Ñëåäîâàòåëüíî, I 6|= D̂2 (ïî÷åìó? ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåðïðåòàöèþ I ′, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò I
òîëüêî òåì, ÷òî I ′ 6|= A0.

Ò. ê. I ′ 6|= S ′
1 ∪ S ′

2 ∪ S ′
3 (âåäü S ′ ïðîòèâîðå÷èâàÿ),

I ′ |= S ′
2 (âåäü S ′

2 = {D : D ∈ S ′, D = D̂ ∨¬A0} è I ′ |= ¬A0),

I ′ |= S ′
3 (à èíà÷å ìû áû èìåëè âàðèàíò 1, âåäü A0 /∈ S ′

3),

âåðíî I ′ 6|= S ′
1.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîé äèçúþíêò D̂1 ∨ A0 ∈ S ′
1, ÷òî

I ′ 6|= D̂1 ∨ A0. Ñëåäîâàòåëüíî, I
′ 6|= D̂1. À ïîñêîëüêó A0 /∈ D̂1, à I

îòëè÷àåòñÿ îò I ′ òîëüêî îöåíêîé àòîìà A0, âåðíî I 6|= D̂1 .



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

I |= A0 Âàðèàíò 2.'

&

$

%

S′

true
'

&

$

%

S′
1

D̂1 ∨ A0

'

&

$

%

S′
2

D̂2 ∨ ¬A0

'

&

$

%

true S′
3

íåò ëèòåð A0,¬A0

'

&

$

%

S′′'

&

$

%
S′
3

íåò ëèòåð A0,¬A0

'

&

$

%
S′
0

D̂1 ∨ D̂2



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

I |= A0 Âàðèàíò 2.'

&

$

%

S′

true
'

&

$

%

S′
1

D̂1 ∨ A0

'

&

$

%

S′
2

D̂2 ∨ ¬A0

I 6|= D̂2

'

&

$

%

true S′
3

íåò ëèòåð A0,¬A0

'

&

$

%

S′′'

&

$

%
S′
3

íåò ëèòåð A0,¬A0

'

&

$

%
S′
0

D̂1 ∨ D̂2



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ
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I′ 6|= A0 Âàðèàíò 2.'
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ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Âàðèàíò 2.

Ò.ê. I 6|= D̂1 è I 6|= D̂2, âåðíî I 6|= D̂1 ∨ D̂2.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî D̂1 ∨ D̂2 � ýòî ðåçîëüâåíòà äèçúþíêòîâ

D̂2 ∨ ¬A0 ∈ S ′
2 è D̂1 ∨ A0 ∈ S ′

1, è ïîýòîìó D̂1 ∨ D̂2 ∈ S ′
0

Ñëåäîâàòåëüíî, I 6|= S ′
0. Òîãäà I 6|= S ′′, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ I 6|= S ′′. Ò. ê. I � ïðîèçâîëüíàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ î òîì, ÷òî ñèñòåìà

äèçúþíêòîâ S ′′ = S ′
0 ∪ S ′

3

I ïðîòèâîðå÷èâàÿ,

I ïîëó÷åíà èç S ′ ïðè ïîìîùè ïðàâèëà ðåçîëþöèè,

I íå ñîäåðæèò àòîìà A0.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä çàâåðøåí, è ëåììà äîêàçàíà. �



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Âàðèàíò 2.

Ò.ê. I 6|= D̂1 è I 6|= D̂2, âåðíî I 6|= D̂1 ∨ D̂2.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî D̂1 ∨ D̂2 � ýòî ðåçîëüâåíòà äèçúþíêòîâ

D̂2 ∨ ¬A0 ∈ S ′
2 è D̂1 ∨ A0 ∈ S ′

1, è ïîýòîìó D̂1 ∨ D̂2 ∈ S ′
0

Ñëåäîâàòåëüíî, I 6|= S ′
0. Òîãäà I 6|= S ′′, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ I 6|= S ′′. Ò. ê. I � ïðîèçâîëüíàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ î òîì, ÷òî ñèñòåìà

äèçúþíêòîâ S ′′ = S ′
0 ∪ S ′

3
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I íå ñîäåðæèò àòîìà A0.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä çàâåðøåí, è ëåììà äîêàçàíà. �
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Âàðèàíò 2.

Ò.ê. I 6|= D̂1 è I 6|= D̂2, âåðíî I 6|= D̂1 ∨ D̂2.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî D̂1 ∨ D̂2 � ýòî ðåçîëüâåíòà äèçúþíêòîâ

D̂2 ∨ ¬A0 ∈ S ′
2 è D̂1 ∨ A0 ∈ S ′

1, è ïîýòîìó D̂1 ∨ D̂2 ∈ S ′
0

Ñëåäîâàòåëüíî, I 6|= S ′
0. Òîãäà I 6|= S ′′, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ I 6|= S ′′. Ò. ê. I � ïðîèçâîëüíàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ î òîì, ÷òî ñèñòåìà

äèçúþíêòîâ S ′′ = S ′
0 ∪ S ′

3

I ïðîòèâîðå÷èâàÿ,

I ïîëó÷åíà èç S ′ ïðè ïîìîùè ïðàâèëà ðåçîëþöèè,

I íå ñîäåðæèò àòîìà A0.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä çàâåðøåí, è ëåììà äîêàçàíà. �



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Ëåììà î ïîäúåìå

Ïóñòü D1 è D1 � äâà äèçúþíêòà, è ïðè ýòîì VarD1 ∩VarD2 = ∅.

Ïóñòü D ′
1 = D1θ è D ′

2 = D2θ � äâà îñíîâíûõ ïðèìåðà ýòèõ

äèçúþíêòîâ D1 è D1.

Ïóñòü D ′
0 � ðåçîëüâåíòà äèçúþíêòîâ D ′

1 è D ′
2.

Òîãäà èç äèçúþíêòîâ D1 è D2 ðåçîëþòèâíî âûâîäèì äèçúþíêò

D0, îñíîâíûì ïðèìåðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêò D ′
0.
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Ëåììà î ïîäúåìå

D1 D2

? ?

D ′
1 = D1θ
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D ′
0
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Ëåììà î ïîäúåìå
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Ëåììà î ïîäúåìå
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ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäúåìå

Ïóñòü L′0, ¬L′0 � ýòî êîíòðàðíàÿ ïàðà ëèòåð, ïî êîòîðîé áûëà

ïîñòðîåíà ðåçîëüâåíòà D ′
0 äèçúþíêòîâ D ′

1 è D ′
2.

D ′
1 = D̂ ′

1 ∨ L′0,

D ′
2 = D̂ ′

2 ∨ ¬L′0,

D ′
0 = D̂ ′

1 ∨ D̂ ′
2.

Ïîñêîëüêó VarD1 ∩ VarD2 = ∅, ïîäñòàíîâêó θ ìîæíî ðàçäåëèòü
íà äâå ïîëîâèíû θ1, θ2 òàê, ÷òî

θ = θ1 ∪ θ2, Domθ1 ⊆ VarD1 , Domθ2 ⊆ VarD2 .



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäúåìå

D1 D2

? ?

D̂ ′
1 ∨ L′0 = D1θ1

@
@
@
@
@R

D̂ ′
2 ∨ ¬L′0 = D2θ2

�
�

�
�

�	

D̂ ′
1 ∨ D̂ ′

2



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäúåìå

Ïîñêîëüêó D ′
1 = D1θ1, ëèòåðà L′0 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðèìåðîì

íåêîòîðûõ ëèòåð L11, L12, . . . , L1k1 , âõîäÿùèõ â ñîñòàâ
äèçúþíêòà D1, ò.å.

L′0 = L11θ = L11θ1 = · · · = L1k1θ1.

Àíàëîãè÷íî, ëèòåðà ¬L′0 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðèìåðîì

íåêîòîðûõ ëèòåð ¬L21,¬L22, . . . ,¬L2k2 , âõîäÿùèõ â ñîñòàâ
äèçúþíêòà D2, ò. å.

¬L′0 = ¬L21θ2 = ¬L22θ2 = · · · = ¬L2k2θ2.

Çíà÷èò,

D1 = D̂1 ∨ L11 ∨ L12 ∨ · · · ∨ L1k1

D2 = D̂2 ∨ ¬L21 ∨ ¬L22 ∨ · · · ∨ ¬L2k2
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäúåìå

D̂1 ∨ L11 ∨ · · · ∨ L1k1 D̂2 ∨ ¬L21 ∨ · · · ∨ ¬L2k2
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θ2

D̂ ′
1 ∨ L′0 = D1θ1
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D̂ ′
2 ∨ ¬L′0 = D2θ2
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�	

D̂ ′
1 ∨ D̂ ′

2



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäúåìå

Òàê êàê L′0 = L11θ = L12θ1 = · · · = L1k1θ1, ëèòåðû
L11, L12, . . . , L1k1 óíèôèöèðóåìû. Çíà÷èò, îíè èìåþò ÍÎÓ η1,
ò. å.

η1 ∈ ÍÎÓ(L11, L12, . . . , L1k1), θ1 = η1ρ1.

Çíà÷èò D1η1 � ñêëåéêà äèçúþíêòà D1 ïî ëèòåðàì

L11, L12, . . . , L1k1 , è ïðè ýòîì D ′
1 = D1θ1 = (D1η1)ρ1 � îñíîâíîé

ïðèìåð ñêëåéêè D1η2.

Àíàëîãè÷íî, ëèòåðû ¬L21,¬L22, . . . ,¬L2k2 èìåþò ÍÎÓ η2.
Òîãäà D2η2 � ñêëåéêà äèçúþíêòà D2 ïî ëèòåðàì

¬L21,¬L22, . . . ,¬L2k2 , è ïðè ýòîì D ′
2 = D2θ2 = (D1η2)ρ2 �

îñíîâíîé ïðèìåð ñêëåéêè D2η2.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäúåìå

D̂1 ∨ L11 ∨ · · · ∨ L1k1 D̂2 ∨ ¬L21 ∨ · · · ∨ ¬L2k2
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? ?

ρ1

? ?

ρ2

D̂ ′
1 ∨ L′0 = D1η1ρ1
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@R

D̂ ′
2 ∨ ¬L′0 = D2η2ρ2
�

�
�
�

�	

D̂ ′
1 ∨ D̂ ′

2



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäúåìå

Ñîãëàñíî íàøåé ïðèâû÷êå ïåðåèìåíîâûâàòü ïåðåìåííûå,

äèçúþíêòû-ñêëåéêè D1η1 è D2η2 ñîäåðæàò ðàçíûå íàáîðû
ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó Domρ1 ∩ Domρ2 = ∅, è ñóùåñòâóåò

ïîäñòàíîâêà ρ = ρ1 ∪ ρ2:

(L11η1)ρ = (L11η1)ρ1, (L21η2)ρ = (L21η2)ρ2

Òàê êàê L′0 = L11η1ρ1 è ¬L′0 = ¬L21η2ρ2, âåðíî
(L11η1)ρ = (L21η2)ρ, ò. å. ëèòåðû L11η1 è L21η2 óíèôèöèðóåìû.
Çíà÷èò, îíè èìåþò ÍÎÓ λ, ò. å.

λ ∈ ÍÎÓ(L11η1, L21η2), ρ = λµ.

Ïîýòîìó äèçúþíêòû-ñêëåéêè D1η1 = D̂1η1 ∨ L11η1 è
D2η2 = D̂2η2 ∨ ¬L21η2 èìåþò ðåçîëüâåíòó D0 = (D̂1η1 ∨ D̂2η2)λ,
è ïðè ýòîì

D ′
0 = D̂ ′

1 ∨ D̂ ′
2 = D̂1η1ρ ∨ D̂2η2ρ = (D̂1η1 ∨ D̂2η2)λµ = D0µ.



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäúåìå

D̂1 ∨ L11 ∨ · · · ∨ L1k1 D̂2 ∨ ¬L21 ∨ · · · ∨ ¬L2k2
@
@
@R

@
@
@R

�
�
�	

η1 @
@
@R

@
@
@R

�
�

�	

η2

D̂1η1 ∨ L11η1 = D1η1 D̂2η2 ∨ ¬L21η2 = D2η2

?

ρ

?

ρ
XXXXXXXz

�������9
λ

(D̂1η1 ∨ D̂2η2)λ

?

µ

D̂ ′
1 ∨ L′0 = D1η1ρ

@
@
@
@
@R

D̂ ′
2 ∨ ¬L′0 = D2η2ρ

�
�

�
�

�	

D̂ ′
1 ∨ D̂ ′

2



ÏÎËÍÎÒÀ ÐÅÇÎËÞÒÈÂÍÎÃÎ ÂÛÂÎÄÀ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ïîäúåìå

Òàêèì îáðàçîì, èç äèçúþíêòîâ D1 è D2 ðåçîëþòèâíî âûâîäèì

äèçúþíêò D0, îñíîâíûì ïðèìåðîì êîòîðîãî ÿâëÿíòñÿ D ′
0.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü â ëåììå î ïîäúåìå. �

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîëíîòû.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî

1. Ïðîòèâîðå÷èâàÿ ñèñòåìà äèçúþíêòîâ S èìååò êîíå÷íóþ

ïðîòèâîðå÷èâóþ ñèñòåìó S ′ îñíîâíûõ ïðèìåðîâ (òåîðåìà
Ýðáðàíà ).

2. Èç ïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìû îñíîâíûõ ïðèìåðîâ

äèçúþíêòîâ S ′ ìîæíî ðåçîëþòèâíî âûâåñòè ïóñòîé

äèçúþíêò � (ëåììà îá îñíîâíûõ ïðèìåðàõ ).

3. Åñëè � ðåçîëþòèâíî âûâîäèì èç ñèñòåìû îñíîâíûõ

ïðèìåðîâ äèçúþíêòîâ S ′, òî � ðåçîëþòèâíî âûâîäèì èç

èñõîäíîé ñèñòåìû äèçúþíêòîâ S (ëåììà î ïîäúåìå ). �



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ìåòîä ðåçîëþöèé

I êîððåêòåí,

I ïîëîí,

I àëãîðèòìèçóåì.

Íî êàê ïîëüçîâàòüñÿ èì äëÿ ðåøåíèÿ

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷?



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Âîò ïîäõîäÿùàÿ ëîãè÷åñêàÿ çàäà÷à

Èçâåñòíî, ÷òî

I Äàøà ëþáèò Ñàøó,

I à Ñàøà ëþáèò ïèâî,

I à Ïàøà ëþáèò ïèâî è âñåõ òåõ, êòî

ëþáèò òî, ÷òî ëþáèò Ïàøà.

Âîïðîñ: êòî ëþáèò Äàøó?



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Âíà÷àëå ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó íà ÿçûêå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Ñôîðìèðóåì àëôàâèò, ñîñòîÿùèé èç:

I Êîíñòàíòû Äàøà ,

I Êîíñòàíòû Ñàøà ,

I Êîíñòàíòû Ïàøà ,

I Êîíñòàíòû ïèâî ,

I Ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà L(2) : ¾L(x , y) � x ëþáèò y¿.



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Äàëåå çàïèøåì óñëîâèÿ çàäà÷è íà ÿçûêå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

I Äàøà ëþáèò Ñàøó: ϕ1 : L(Äàøà,Ñàøà),

I à Ñàøà ëþáèò ïèâî: ϕ2 : L(Ñàøà, ïèâî),

I à Ïàøà ëþáèò ïèâî è âñåõ òåõ, êòî ëþáèò òî, ÷òî ëþáèò

Ïàøà: ϕ3 & ϕ4,

ϕ3 : L(Ïàøà, ïèâî)

ϕ4 : ∀x (∃y (L(Ïàøà, y) & L(x , y)) → L(Ïàøà, x)).

Êòî ëþáèò Äàøó? : ϕ0 : ∃z L(z ,Äàøà).

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è.

Ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî {ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4} |= ϕ0.



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

1. Ñâîäèì ïðîáëåìó ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ

{ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4} |= ϕ0

ê ïðîáëåìå îáùåçíà÷èìîñòè

|= ϕ1 & ϕ2 & ϕ3 & ϕ4 → ϕ0.

2. Ñâîäèì ïðîáëåìó îáùåçíà÷èìîñòè ê ïðîáëåìå

ïðîòèâîðå÷èâîñòè

ψ1 = ¬ (ϕ1 & ϕ2 & ϕ3 & ϕ4 → ϕ0)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

3. Ñòðîèì ïðåäâàðåííóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó ÏÍÔ

ψ2 = ∀x∀y∀z
(
L(Ñàøà, ïèâî) &

L(Ñàøà, ïèâî) &
L(Ïàøà, ïèâî) &
(¬L(Ïàøà, y) ∨ ¬L(x , y) ∨ L(Ïàøà, x)) &

¬L(z ,Äàøà)
)
.

4. Ñòðîèì ñêîëåìîâñêóþ ñòàíäàðòíóþ ôîðìó � îíà ñîâïàäàåò

ñ ÏÍÔ.



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

5. Ñòðîèì ñèñòåìó äèçúþíêòîâ S

S = {D1 = L(Ñàøà, ïèâî),
D2 = L(Ñàøà, ïèâî),
D3 = L(Ïàøà, ïèâî),
D4 = ¬L(Ïàøà, y) ∨ ¬L(x , y) ∨ L(Ïàøà, x),
D0 = ¬L(z ,Äàøà) }.

6. À òåïåðü áóäåì ñòðîèòü ðåçîëþòèâíûé âûâîä.

Áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ òàêîé ñòðàòåãèåé:

I Íà÷íåì ñ äèçúþíêòà-çàïðîñà D0;

I Íà êàæäîì øàãå âûâîäà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîñëåäíþþ

èç ïîñòðîåííûõ ðåçîëüâåíò (ëèíåéíûé âûâîä ).



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
0 = ¬L(z ,Äàøà)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
0 = ¬L(z ,Äàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(x1, y1) ∨ L(Ïàøà, x1)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
0 = ¬L(z ,Äàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(x1, y1) ∨ L(Ïàøà, x1)

θ1 = {z/Ïàøà, x1/Äàøà}
����������

D ′
1 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(Äàøà, y1)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
0 = ¬L(z ,Äàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(x1, y1) ∨ L(Ïàøà, x1)

θ1 = {z/Äàøà, x1/Äàøà}
����������

D ′
1 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(Äàøà, y1) D1 = L(Äàøà,Ñàøà)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
0 = ¬L(z ,Äàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(x1, y1) ∨ L(Ïàøà, x1)

θ1 = {z/Äàøà, x1/Äàøà}
����������

D ′
1 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(Äàøà, y1) D1 = L(Äàøà,Ñàøà)

θ2 = {y1/Ñàøà}
���������������

D ′
2 = ¬L(Ïàøà,Ñàøà)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
0 = ¬L(z ,Äàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(x1, y1) ∨ L(Ïàøà, x1)

θ1 = {z/Äàøà, x1/Äàøà}
����������

D ′
1 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(Äàøà, y1) D1 = L(Äàøà,Ñàøà)

θ2 = {y1/Ñàøà}
���������������

D ′
2 = ¬L(Ïàøà,Ñàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(x2, y2) ∨ L(Ïàøà, x2)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
0 = ¬L(z ,Äàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(x1, y1) ∨ L(Ïàøà, x1)

θ1 = {z/Äàøà, x1/Äàøà}
����������

D ′
1 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(Äàøà, y1) D1 = L(Äàøà,Ñàøà)

θ2 = {y1/Ñàøà}
���������������

D ′
2 = ¬L(Ïàøà,Ñàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(x2, y2) ∨ L(Ïàøà, x2)

θ3 = {x2/Ñàøà}
����������

D ′
3 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(Ñàøà, y2)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
0 = ¬L(z ,Äàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(x1, y1) ∨ L(Ïàøà, x1)

θ1 = {z/Äàøà, x1/Äàøà}
����������

D ′
1 = ¬L(Ïàøà, y1) ∨ ¬L(Äàøà, y1) D1 = L(Äàøà,Ñàøà)

θ2 = {y1/Ñàøà}
���������������

D ′
2 = ¬L(Ïàøà,Ñàøà) D4 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(x2, y2) ∨ L(Ïàøà, x2)

θ3 = {x2/Ñàøà}
����������

D ′
3 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(Ñàøà, y2)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
3 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(Ñàøà, y2)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
3 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(Ñàøà, y2) D2 = L(Ñàøà, ïèâî)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
3 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(Ñàøà, y2) D2 = L(Ñàøà, ïèâî)

θ4 = {y2/ïèâî}
���������������

D ′
4 = ¬L(Ïàøà, ïèâî)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
3 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(Ñàøà, y2) D2 = L(Ñàøà, ïèâî)

θ4 = {y2/ïèâî}
���������������

D ′
4 = ¬L(Ïàøà, ïèâî) D3 = L(Ïàøà, ïèâî)



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
3 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(Ñàøà, y2) D2 = L(Ñàøà, ïèâî)

θ4 = {y2/ïèâî}
���������������

D ′
4 = ¬L(Ïàøà, ïèâî) D3 = L(Ïàøà, ïèâî)

θ2 = ε

���������������

D ′
5 = �



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

6. Ëèíåéíûé ðåçîëþòèâíûé âûâîä

D ′
3 = ¬L(Ïàøà, y2) ∨ ¬L(Ñàøà, y2) D2 = L(Ñàøà, ïèâî)

θ4 = {y2/ïèâî}
���������������

D ′
4 = ¬L(Ïàøà, ïèâî) D3 = L(Ïàøà, ïèâî)

θ5 = ε

���������������

D ′
5 = �

Óñïåøíûé ðåçîëþòèâíûé

âûâîä çàâåðøåí!



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

Èòàê, ñèñòåìà äèçúþíêòîâ S ïðîòèâîðå÷èâà.

Çíà÷èò,

{ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4} |= ϕ0.

Â ðàìêàõ íàøåé çàäà÷è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðíî óòâåðæäåíèå:

¾Êòî-òî ëþáèò Äàøó¿.

Íî êòî æå ýòî òàèíñòâåííîå ñóùåñòâî, ëþáÿùåå

Äàøó?



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðåøåíèå çàäà÷è.

×òîáû îòâåòèòü è íà ýòîò âîïðîñ, âîçüìåì âñå

ïîäñòàíîâêè-óíèôèêàòîðû, êîòîðûå ìû âû÷èñëèëè ïî õîäó

âûâîäà, è ïîñìîòðèì, êàêîå äåéñòâèå îíè îêàæóò íà öåëåâóþ
ïåðåìåííóþ z â äèçúþíêòå-çàïðîñå

D0 = ¬L(z ,Äàøà).

θ1 = {z/Ïàøà, x1/Äàøà},
θ2 = {y1/Ñàøà}
θ3 = {x2/Ñàøà}
θ4 = {y2/ïèâî}
θ5 = ε

zθ1θ2θ3θ4θ5 = Ïàøà

Èòàê, Ïàøà ëþáèò Äàøó!



ÊÎÍÅÖ ËÅÊÖÈÈ 10.



Основы
математической

логики и логического
программирования

ЛЕКТОР: В.А. Захаров



Лекция 11.

Стратегии резолютивного вывода.
Резолютивный вывод как

средство вычисления.



СТРАТЕГИИ РЕЗОЛЮТИВНОГО ВЫВОДА

Метод резолюций не предписывает заранее никакого
фиксированного порядка применения правил резолюции и
склейки для вывода пустого дизъюнкта � из противоречивого
множества дизъюнктов.

Существуют различные стратегии резолютивного вывода ,
налагающие дополнительные ограничения на выбор
подходящих пар дизъюнктов для получения резольвент.

Стратегия резолютивного вывода называется полной , если она
позволяет вывести пустой дизъюнкт � из любого
противоречивого множества дизъюнктов.

Рассмотрим пример.



СТРАТЕГИИ РЕЗОЛЮТИВНОГО ВЫВОДА

Пример.

Пусть
S = { D1 = ¬P ∨ ¬Q ∨ R;

D2 = P ∨ R;
D3 = Q ∨ R;
D4 = ¬R }

Можно построить много разных резольвент:
D1 + D2 = ¬Q ∨ R, D1 + D3 = ¬P ∨ R, D1 + D4 = ¬P ∨ ¬Q,
D2 + D4 = P, D3 + D4 = Q, и т. д.

Но как ограничиться только теми, которые действительно
нужны для вывода �?



СТРАТЕГИИ РЕЗОЛЮТИВНОГО ВЫВОДА

Семантическая резолюция

Разделим дизъюнкты на два подмножества по следующему
принципу:

выберем H-интерпретацию I и положим
S I

1 = {D : D ∈ S , I |= D},
S I

2 = {D : D ∈ S , I 6|= D}.

Наложим ограничение на применение правила резолюции:

При построении резольвенты, оба дизъюнкта-предпосылки
должны принадлежать разным множествам S I

1 и S I
2.

D1 = D ′
1 ∨ L1, D2 = D ′

2 ∨ ¬L2

D0 = (D ′
1 ∨ D ′

2)θ
, D1 ∈ S I

1, D2 ∈ S I
2, θ ∈ НОУ(L1, L2).

Такое правило будем называть правилом I -резолюцией .



СТРАТЕГИИ РЕЗОЛЮТИВНОГО ВЫВОДА

Пример.

Пусть I = ∅, т. е. I 6|= P, I 6|= Q, I 6|= R. Тогда

S I
1 : D1 = ¬P ∨ ¬Q ∨ R; S I

2 : D2 = P ∨ R;
D4 = ¬R; D3 = Q ∨ R;

I -резольвенты будут строиться так:

S1 : D1 + D2 = ¬Q ∨ R; S2 : D4 + D2 = P;
D1 + D3 = ¬P ∨ R; D4 + D3 = Q;

(D1 + D2) + D3 = R;
((D1 + D2) + D3) + D4 = �



СТРАТЕГИИ РЕЗОЛЮТИВНОГО ВЫВОДА

Теорема полноты I -резолюции

Если система дизъюнктов S противоречива, то для любой
интерпретации I существует успешный I -резолютивный вывод
пустого дизъюнкта � из S .

Доказательство:

Самостоятельно.
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Входная резолюция

Предположим, что в системе дизъюнктов S выделен некоторый
дизъюнкт D0.
Тогда резолютивный вывод пустого дизъюнкта � из системы
дизъюнктов S можно строить, руководствуясь следующими
соглашениями:

I Для построения первой резольвенты D1 выбирается
дизъюнкт D0 и некоторый дизъюнкт D ∈ S \ {D0};

I Для построения i-ой резольвенты Di выбирается
резольвента Di−1, построенная на предыдущем шаге
вывода, и дизъюнкт D ∈ S .

Резолютивный вывод такого вида будем называть входным
резолютивным выводом , инициированным дизъюнктом D0.
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Пример.

Пусть

S = { D1 = ¬P ∨ ¬Q ∨ R; D2 = P ∨ R;
D3 = Q ∨ R; D4 = ¬R }

и выделенный дизъюнкт D0 — это D4 = ¬R.
Тогда входной резолютивный вывод будет таким:

1. D4 + D1 = ¬P ∨ ¬Q;
2. (D4 + D1) + D2 = R ∨ ¬Q;
3. ((D4 + D1) + D2) + D3 = R;
4. (((D4 + D1) + D2) + D3) + D4 = �.



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД КАК СРЕДСТВО
ВЫЧИСЛЕНИЯ

Метод резолюций можно использовать для решения разных
задач. Например, для получения ответа на вопрос

А будет ли утверждение ϕ0 обязательно верно,
если известно, что верны утверждения ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ?

Здесь ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn — это база знаний , ϕ0 — это запрос .
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ВЫЧИСЛЕНИЯ

Математическая постановка задачи такова: проверить
{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn} |= ϕ0.

Проверка логического следствия сводится к проверке
общезначимости: |= (ϕ1&ϕ2& . . .&ϕn) → ϕ0.

Проверка общезначимости сводится к проверке
противоречивости формулы ¬

(
(ϕ1&ϕ2& . . .&ϕn) → ϕ0

)
, или,

что равносильно, противоречивости системы формул
S = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn,¬ϕ0}.

Для проверки противоречивости системы S применяем метод
резолюций.
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ВЫЧИСЛЕНИЯ

Но метод резолюций позволяет решать и более изощренные
задачи.

Пусть имеется база знаний Γ = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn} и запрос
Q = ϕ0(x1, . . . , xm).

Задача: вычислить значения переменных x1, . . . , xm, при
которых запрос Q логически следует из базы знаний Γ.
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Решить эту задачу можно попытаться так:

задачу проверки логического следствия
{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn} |= ∃x1 . . .∃xmϕ0(x1, . . . , xm).

свести к проверке противоречивости системы формул
S = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn,¬ϕ0(x1, . . . , xm)}
(здесь x1, . . . , xm по умолчанию связаны квантором ∀),

построить резолютивное опровержение S , и

применить последовательность унификаторов
θ1, θ2, . . . , θN , вычисленных по ходу построения
резолютивного вывода, к целевым переменным x1, . . . , xm:

x1θ1θ2 . . . θN , . . . , xmθ1θ2 . . . θN .
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Этот трюк сработал при решении задачи о «любовном
квадрате Саша–Даша–Паша–пиво».

Попробуем применить его еще раз для решения какой-нибудь
другой вычислительной задачи.

Поиск пути в графе.

Пусть задан ориентированный граф Γ , в котором выделены
две вершины u и v . Требуется найти маршрут из вершины u в
вершину v .



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД КАК СРЕДСТВО
ВЫЧИСЛЕНИЯ

Поиск пути в графе.

граф Γ
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РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД КАК СРЕДСТВО
ВЫЧИСЛЕНИЯ

Поиск пути в графе.

Вначале нужно суметь сформулировать эту задачу на языке
логики предикатов.

Граф Γ может быть задан перечнем его вершин и дуг. Введем
I константы v1, v2, . . . , vn, . . . для обозначения вершин

графов;
I предикатный символ Vert(1) для обозначения свойства:

«x — вершина графа» ;
I предикатный символ Arc(2) для обозначения свойства:

«〈x , y〉 — дуга графа».
Чтобы отличать переменные от констант, в дальнейшем
условимся обозначать переменные ЗАГЛАВНЫМИ
БУКВАМИ, а константы — прописными буквами.



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД КАК СРЕДСТВО
ВЫЧИСЛЕНИЯ

Поиск пути в графе.

Тогда граф может быть описан следующим набором формул
логики предикатов.

KBΓ =
{

ϕ1 = Vert(v1), ψ1 = Arc(v1, v2),

ϕ2 = Vert(v2), ψ2 = Arc(v2, v3),
ϕ3 = Vert(v3), ψ3 = Arc(v2, v5),
ϕ4 = Vert(v4), ψ4 = Arc(v3, v6),
ϕ5 = Vert(v5), ψ5 = Arc(v5, v4),
ϕ6 = Vert(v6), ψ6 = Arc(v4, v6),

ϕ7 = Vert(v7), ψ7 = Arc(v6, v5),
}



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД КАК СРЕДСТВО
ВЫЧИСЛЕНИЯ

Поиск пути в графе.

Ориентированный путь в графе — это последовательность
(список) дуг. Значит нужно иметь подходящую структуру
данных для представления список на языке логики предикатов.

Для этого мы введем
I специальную константу nil для обозначения пустого

списка, не содержащего ни одного элемента;
I специальный функциональный символ .(2) для

обозначения двухместной операции присоединения
элемента x к списку y в качестве заголовка (конструктор
списков ).
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ВЫЧИСЛЕНИЯ

Поиск пути в графе.

При помощи введенных символов nil и . определим
специальное множество термов — списки :

I константа nil — это список;
I если t — произвольный терм, а T — список,

то терм .(t,T ) — это список;
I других списков нет.

Терм t называтся заголовком , а T — хвостом списка .(t,T ).
Чтобы сделать обозначения более естественными, мы будем
записывать знак двухместной операции . между аргументами
(инфиксная запись), как это делается для операций +, ×.

Таким образом, запись .(t1, t2) равносильна записи t1.t2.
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Поиск пути в графе.

Примеры списков

Пустой список: nil

Cписок из одного элемента X : X.nil

Упорядоченная пара 〈X ,Y 〉: X.(Y.nil)

Последовательность букв а,б,в,г: а.(б.(в.(г.nil)))

Таблица (матрица)
(

1 2
3 4

)
:

(1.(2.nil)).(
(3.(4.nil)).nil)

)



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД КАК СРЕДСТВО
ВЫЧИСЛЕНИЯ

Поиск пути в графе.

Поскольку в большинстве случаев списки используются для
представления конечных последовательностей, упростим
запись линейных списков:

условимся опускать скобки, считая по умолчанию, что все
скобки ассоциируются вправо, т. е. запись

а.(б.(в.(г.nil)))

будет считаться равносильной записи

а.б.в.г.nil
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ВЫЧИСЛЕНИЯ

Поиск пути в графе.

Еще несколько примеров списков
Терм nil.nil обозначает список, состоящий из одного элемента
— пустого списка;

Терм а.б.в.г вообще не является списком (почему? );

Терм (1.nil).2.nil.nil обозначает список, состоящий из трех
элементов:
первый элемент — это список, состоящий из одного элемента 1,
второй элемент — это константа 2,
третий элемент — пустой список.

Следует помнить, что термы X.nil и X — существенно
различные (имеют разные типы):
X.nil — это список (массив) из одного элемента X ,
X — это просто элемент (переменная или константа).



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД КАК СРЕДСТВО
ВЫЧИСЛЕНИЯ

Поиск пути в графе.

Таким образом, маршрут в ориентированном графе — это
список дуг, в котором каждая дуга — это список, состоящий из
двух вершин.

Пример: (v1.v2.nil).(v2.v3.nil).nil — это маршрут,
состоящий из двух дуг 〈v1, v2〉 и 〈v2, v3〉.

А теперь запишем на языке логики предикатов определение
маршрута в ориентированном графе. Для этого введем
трехместный предикатный символ R(3):
R(X ,Y , t) будет обозначать утверждение о том, что терм t
задает маршрут из вершины X в вершину Y .
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Поиск пути в графе.

Определение маршрута в графе состоит из двух частей:

χ1 = ∀X R(X ,X ,nil)

«из X в X ведет пустой маршрут»;

χ2 =∀X∀Y ∀Z∀U (Arc(X ,Y )&R(Y ,Z ,U) → R(X ,Z , (X.Y.nil).U))

«если из X в Y ведет дуга, а из Y в Z ведет маршрут U,
то из X в Z ведет маршрут t ′ = 〈X ,Y 〉,U».
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Поиск пути в графе.

Итак, мы имеем

Базу знаний KB , состоящую из формул

ϕi , 1 ≤ i ≤ 7, ψi , 1 ≤ i ≤ 7, χ1, χ2,

при помощи которых определяется устройство графа Γ и
знания о том, что такое маршрут в графе.

Запрос к базе знаний Q(X ) = R(v1, v6,X ) с одной целевой
переменной X .

Наша задача: найти такое значение t целевой переменной X ,
при котором имеет место логическое следствие

KB |= Q(t).
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ВЫЧИСЛЕНИЯ

Поиск пути в графе.

Будем решать задачу поиска пути методом резолюций.

KB |= ∃XQ(X )

Cведем вопрос о логическом следствии к вопросу о
противоречивости формулы

¬
(( 7∧

i=1

ϕi &
7∧

j=1

ψj & χ1 & χ2

)
→ ∃X Q(X )

)

Далее приводим полученную формулу к ПНФ, к ССФ, и
извлекаем систему дизъюнктов S .
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Поиск пути в графе.

Построим резолютивное опровержение полученной системы
дизъюнктов S :

S =
{

ϕ1 = Vert(v1), ψ1 = Arc(v1, v2),

ϕ2 = Vert(v2), ψ2 = Arc(v2, v3),
ϕ3 = Vert(v3), ψ3 = Arc(v2, v5),
ϕ4 = Vert(v4), ψ4 = Arc(v3, v6),
ϕ5 = Vert(v5), ψ5 = Arc(v5, v4),
ϕ6 = Vert(v6), ψ6 = Arc(v4, v6),
ϕ7 = Vert(v7), ψ7 = Arc(v6, v5),
χ1 = R(X ,X ,nil),
χ2 = ¬Arc(X ,Y ) ∨ ¬R(Y ,Z ,U) ∨ R(X ,Z , (X.Y.nil).U),

Φ0 = ¬R(v1, v6,X )
}
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Поиск пути в графе.

Φ0 =¬R(v1,v6,X )

χ2 = ¬Arc(X1,Y1)∨¬R(Y1,Z1,U1)∨R(X1,Z1,(X1.Y1.nil).U1)

θ1 = {X/(v1.Y1.nil).U1,X1/v1,Z1/v6}

����������������

D ′
1 = ¬Arc(v1,Y1)∨¬R(Y1,v6,U1) ψ1 = Arc(v1, v2)

θ2 = {Y1/v2}
���������������

D ′
2 =¬R(v2,v6,U1)

¬Arc(X2,Y2)∨¬R(Y2,Z2,U2)∨R(X2,Z2,(X2.Y2.nil).U2)

θ3 = {U1/(v2.Y2.nil).U2,X2/v2,Z2/v6}

���������������

D ′
3 = ¬Arc(v2,Y2)∨¬R(Y2,v6,U2)



D ′
3 =¬Arc(v2,Y2)∨¬R(Y2,v6,U2) ψ2 = Arc(v2, v3)

θ4 = {Y2/v3}
���������������

D ′
4 =¬R(v3,v6,U2)

¬Arc(X3,Y3)∨¬R(Y3,Z3,U3)∨R(X3,Z3,(X3.Y3.nil).U3)

θ5 = {U2/(v3.Y3.nil).U3,X3/v3,Z3/v6}

���������������

D ′
5 =¬Arc(v3,Y3)∨¬R(Y3,v6,U3) ψ4 = Arc(v3, v6)

θ6 = {Y3/v6}
���������������

D ′
6 = ¬R(v6, v6,U3) χ1 = R(X4,X4,nil)

θ7 = {X4/v6,U3/nil}
����������

D ′
7 = �

Вывод успешно завершен.
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Поиск пути в графе.

Итак, система дизъюнктов S противоречива, т.е. маршрут из
вершины v1 в вершину v6 существует. Но каков этот маршрут?

Рассмотрим последовательность вычисленных унификаторов

θ1 = {X/(v1.Y1.nil).U1,X1/v1,Z1/v6}
θ2 = {Y1/v2}
θ3 = {U1/(v2.Y2.nil).U2,X2/v2,Z2/v6}
θ4 = {Y2/v3}
θ5 = {U2/(v3.Y3.nil).U3,X3/v3,Z3/v6}
θ6 = {Y3/v6}
θ7 = {X4/v6,U3/nil}

и применим их к целевой переменной X :

Xθ1θ2θ3θ4θ5θ6θ7 = (v1.v2.nil).(v2.v3.nil).(v3.v6.nil).nil
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Поиск пути в графе.

граф Γ
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Xθ1θ2θ3θ4θ5θ6θ7 = (v1.v2.nil).(v2.v3.nil).(v3.v6.nil).nil
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Нам опять повезло, и метод резолюций вычислил правильный
ответ.

Неужели так хорошо и красиво бывает всегда?

Рассмотрим еще одну задачу.

Где мы проведем вечер?

Если вечером будет идти дождь, то мы пойдем в кино, а если
дождя не будет, то мы пойдем в парк. Где же мы проведем
вечер?
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Где мы проведем вечер?

Введем необходимые константы и предикаты:
I кино и парк — константы;
I R(0) — 0-местный предикатный символ, обозначающий

утверждение «вечером пойдет дождь»;
I E (1) — 1-местный предикатный символ; E (X ) обозначает

утверждение «этим вечером наше развлечение — X».
База знаний:

ϕ1 = R → E (кино),
ϕ2 = ¬R → E (парк),

Запрос: Q(X ) = E (X ).
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Где мы проведем вечер?

1. {ϕ1, ϕ2} |= ∃X E (X )?

2. |= ϕ1&ϕ2 → ∃X E (X )?

3. Противоречива ли ¬
(
ϕ1&ϕ2 → ∃X E (X )

)
?

3. Противоречива ли система

S = { D1 = ¬R ∨ E (кино),
D2 = R ∨ E (парк),
D0 = ¬E (X ) }
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Где мы проведем вечер?

D0 = ¬E (X )

D1 = ¬R ∨ E (кино) D2 = R ∨ E (парк)
@
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θ1 ={X/кино} θ2 ={X/парк}

D3 = ¬R D4 = R
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQs
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θ3 =ε

�

Резолютивное опровержение построено
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Где мы проведем вечер?

Построив резолютивное опровержение, мы можем быть
уверены, что

{ϕ1, ϕ2} |= ∃X E (X ),

т.е. куда-то вечером мы пойдем.

Но куда же мы пойдем?

Поскольку в этом выводе вместо целевой переменной X были
одновременно (параллельно) подставлены разные термы кино
и парк, то все, что мы можем сказать — это X ∈ {кино, парк}.

Мы сумели доказать существование требуемого предмета X , но
не сумели вычислить его конкретное значение. Такие
доказательства называются неконструктивными .
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Чтобы резолютивный вывод позволял проводить вычисления,
он должен быть конструктивным .

Но, как показывает пример «вечернего развлечения», не все
противоречивые системы дизъюнктов допускают
конструктивное резолютивное опровержение. Значит, для
вычислительных целей нужно выбрать такой подкласс формул
логики предикатов, для которых резолютивное опровержение
оказывается конструктивным.

Заметим, что при решении задач «любовного квадрата» и
«маршрута в графе» мы построили входное резолютивное
опровержение, инициированное формулой-запросом, а при
решении задачи «вечернего развлечения» такое опровержение
построить в принципе невозможно.



РЕЗОЛЮТИВНЫЙ ВЫВОД КАК СРЕДСТВО
ВЫЧИСЛЕНИЯ

Значит, для того, чтобы использовать метод резолюций как
средство вычислений, нужно ограничиться входным
резолютивным выводом. Удалось обнаружить широкий класс
формул, для которых резолютивное опровержение всегда имеет
линейную структуру. Это — хорновские дизъюнкты .

Определение

Литера L называется положительной , если L — это атом.
Литера L называется отрицательной , если L = ¬A, где A — это
атом.

Дизъюнкт D = L1 ∨ L2 ∨ · · · ∨ Ln называется хорновским
дизъюнктом (horn clause ), если среди литер L1, L2, . . . , Ln

имеется не более одной положительной литеры.
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Примеры.

Хорновские дизъюнкты:

D ′
1 = ¬L(Паша,Y ) ∨ ¬L(X ,Y ) ∨ L(Паша,X ),

D ′
2 = ¬Arc(v1,Y1) ∨ ¬R(Y1, v6,U1),

D ′
3 = Arc(v6, v4),

D ′
4 = ¬R ∨ E (кино).

А вот этот дизъюнкт — нехорновский:

D ′′ = R ∨ E (парк).
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Хорновский дизъюнкт

A0 ∨ ¬A1 ∨ ¬A2 ∨ · · · ∨ ¬An

равносилен формуле

(A1&A2& . . .&An) → A0,

которая выражает утверждение:

«Если выполнены условия A1 и A2 и . . . и An, то верно A0».

В подавляющем большинстве случаев именно в такой форме
мы выражаем наши позитивные знания (условные и
безусловные).
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Хорновский дизъюнкт

¬C1 ∨ ¬C2 ∨ · · · ∨ ¬Cm

равносилен формуле

¬(C1 & C2 & . . .& Cm),

и это есть отрицание запроса Q(X1, . . . ,Xk) = C1&C2& . . .&Cm,
который выражает требование:

«Найти такие значения переменных X1, . . . ,Xk , которые
удовлетворяют условиям C1 и C2 и . . . и Cm».

Большинство наших вопросов представлено именно в такой
форме.
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Резолютивное опровержение систем хорновских
дизъюнктов — это вычисление ответов на простые
запросы, обращенные к базе позитивных знаний.

Базы позитивных знаний (хорновские дизъюнкты)
становятся, таким образом,

ЛОГИЧЕСКИМИ ПРОГРАММАМИ .



КОНЕЦ ЛЕКЦИИ 11.


